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Einleitung. 



Ls gibt Tür die analytische Bebandlupg irgend welchen Gegenstan* 
des nur ein einziges Grundprincip in der Mathematik ^ n&mlich dieses: 
Man darf nur Dinge von einerlei Art in Vergleichung zu 
einander stellen. Dieses Princip ist ebenso wohl festzuhalten bei der 
Simpeln Proportions •* Rechnung und bei den gewöhnlichen Gleichungen, 
wo die einzelnen Termen stets Zahlen von gleicher Benennung sein müs- 
sen, so wie in der sogenannten höhern Analysis (respective Differential • 
Gleichungen), wo die einzelnen Termen gleiche Dimensionen in Bezug aal 
das Unendlich - Grosse oder Unendlich - Kleine haben mdssen. 

Der Vernachlässigung oder Nichtbeachtung dieses Princips hat die 
Wissenschaft gewiss den Verlust mancher nutzlos vergeudeten Kräfte zu- 
zuschreiben, wenigstens wären gewiss viele Papier- und Druckkosten er- 
spart worden. 

Wir Blossen im Verlan! des mathematischen Studiums auf mehre 
Fundamen talsätze, bei welchen der Versuch eines sogenannten rein mathe- 
matischen Beweises an dieser Klippe scheiterte und scheitern musste. 
So hat man sich seit Jahrhunderten abgemüht, den 11. Euclidischen Satz 
geometrisch, d.h. durch rein geomeliische Construction (nur mit Hilfe 
des Lineals und Zirkels) zu beweisen. Alle begingen in ihrem Baisonne- 
ment denselben Fehler: sie stellten, um analytisch zusprechen, in einer 
Glekbung Gföss.eD verschiedener Benennung zusammen und erwarteten 
daraus doch, irgend ein Besultal; sie sprechen Alle nur von Linien, wol- 
len durch diese allein Alles ausführen und berückaicbtigen nicht , dass bei 
dem Paraliel-Sein der Linien ein ganz neues Element in Betracht 
kommt, mag man es Winkel zweier Linien oder Neigung oder Bicb« 
tung neuBen, auf jeden Fall aber ein solches Element, welches sich nicht 
duroh LLnien messen lasM und also nicht mit diesen, als gieichb^ianDt 
IL l 



in eine Gleichung zusammengestellt werden darf. Man darf aber hierbei 
nur die einfachsten philosophischen Principien zu Hilfe nehmen, was schon 
Euclid, wenn auch nicht in Worten, so doch dem Sinne nach gethan 
hat, so kommt man über ein solches Dilemma hinweg. Wenn man näm- 
lich parallele Linien als solche erklärt, welche absolut gleichgillig gegen 
einander sind, d. h. ganz und gar keine Beziehung zu einander haben, so 
folgt daraus unmittelbar, dass sie gegen eine dritte Linie, d. h. gegen ein 
ausserhalb von ihnen liegendes Ding, sich vollkommen gleichmässig ver- 
halten müssen, dass sie also, da keine andre Rücksicht oder Beziehung 
zwischen geraden Linien in einer Ebene, als durch Winkel existiren kann, 
mit der dritten Linie gleiche Winkel bilden müssen. 

Ganz ähnlich ist es in der Mechanik ergangen. Das bekannte Prin- 
cip des Parallelogramms der Kräfte hat man auf unzählige Arten durch 
alleinige planimetrische Betrachtungen zu beweisen versucht. Dieses 
musste stets missglücken; denn man Hess ausser Acht, dass mit dem 
Begriff der Kraft nothwendig die Begriffe der Bewegung oder der 
Zeit mit in die Untersuchung gezogen werden müssen. Dass aber diese 
sich nicht ohne Weiteres geometrisch construiren lassen, ist in der 
Natur der Sache begründet. — Man kommt aber auch hierbei, ebenso 
wie bei dem Parallelen - Theorem , auf das richtige Raisonnement eines 
alten Geometers zurück. Dieses besteht nämlich hier in dem bekannten 
Archimedischen Princip, dass es der Zeit und Wirkung, also dem Effect 
nach gleich bleibt, ob die eine Kraft zuerst und darauf folgend eine 
zweite Kraft, oder ob beide gleichzeitig auf einen Punkt ihre Ein- 
wirkung ausüben. — Dieses Princip macht man sich, in moderner Weise 
zu sprechen, nur durch die sogenannte Grenzmethode anschaulich, oder 
wenn man es vorziehn will, durch die zum Theil veraltete, principaliter 
aber nichts anderes besagende Exhaustionsmethode. ^ 

Es* giebt nun verschiedene Principien, von welchen man bei dem 
Vortrag über Mechanik ausgehn kann und ausgegangen ist. Die drei we- 
sentlich von einander verschiedenen sind: das Princip des Hebels, 
das des Parallelogramms der Kräfte und das der virtuellen 
Geschwindigkeiten. 

Wenn man streng wissenschaftlich - analytisch zu Werke gehen will 
80 muss man das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten zu Grunde 



legen, wie es Lagrange in seiner Micanique analytique gethan hat, von 
welchem ausgezeichneten Werk — es sei beiläufig gesagt — die Einlei- 
tung ein Meisterwerk historischer Darstellung ist. Wenn es dagegen der 
Zweck ist, wie er bei vorliegender Schrift beabsichtigt wird, Jemanden 
erst in diese Wissenschaft einzuführen, so muss es erlaubt sein, um 
Einfachheit und Klarheit in den Vortrag zu bringen , alle möglichen Hilfs- 
mittel, wie Figuren und Anschauungen aus dem Leben mit hinzuzuziehn. 
Um hierzu zn gelangen , kann man entweder von dem Princip des Paral- 
lelogramms der Kräfte ausgehen, wie es Poisson in seinem mit Recht eben* 
so berühmten als verbreiteten Traiti de Micanique gethan hat, oder man 
kann auch das Princip des Hebels zu Grunde legen, wie man es in den 
ilemens de Statique von Poinsoi findet. 

Der zuletzt angedeutete Weg soll in gegenwärtigen Vorlesungen ver- 
folgt werden, indem natürlich die beiden andern genannten Theoreme im 
Laufe des Vortrages mit in Erwägung gezogen werden. 

Unter der Ruhe eines Körpers versteht man das Beharren dessel- 
ben an dem nämlichen Ort. Es kann aber dieser Ort entweder absolut 
oder nur relativ der nämliche bleiben, je nachdem er entweder im ge- 
sammten Weltall stets derselbe bleibt oder nur in Bezug auf seine näch- 
ste Umgebung, also z.B. auf der Oberfläche der Erde, verglichen mit den 
andern Gegenständen auf derselben, stets dieselbe Stelle einnimmt, wäh- 
rend er sich in der That mit der Erde zugleich um die Sonne bewegt, 
also seinen Ort, im Allgemeinen genommen, verändert *). 

Bewegung eines Körpers ist die continuirliche Aenderung der Lage 
desselben in Bezug auf seine nähere oder entferntere Umgebung. 

Ueber Ruhe und Bewegung lässt sich folgender Satz als das Funda- 
ment der gesammten hierher gehörigen Wissenschaft aufstellen: 

Wenn ein Körper in Ruhe ist, so muss er nothwendig 
darin bleiben, er kann nicht durch sich selbst in Bewegung 



*) Ob es möglicb ist von einem feststehenden Weltall zu sprechen und ob es nach 
dem TOD Mae dl er angeregten Zweifeln noch erlaubt ist, von einer feststehenden Sonne 
oder eisern festen Centralpankt, um welche die andern Gestirne sich bewegen, zu reden, 
d&rfte doch wohl, mit matbematischer Gewissbeit, weder zo bejahen noch zu Terneinen 
•ein, 



— 4 - 

kommen. Denn wenn er sich bewegte*, so müsste er sidi nothwendig 
nach einer bestimmten Seite hin bewegen; nun ist aber gar kein Grund 
vorhanden, weshalb er, durch eigenen innerrv Antrieb, sich gerade nach der 
einen Seite hin bewegen sollte und nicht nach einer andern; und da 
er sieh natürlich nicht nach allen Seiten hin zu gleicher Zeit bewegen 
kann, so wird er sich gar nicht bewegen, sondern an seiner Stelle ver- 
bleiben. 

Wenn wir mm andrer Seits sehen, dass ein Körper seine Stelle än- 
dert, dass er also aus dem Zustand der Ruhe in den der Bewegung über- 
gehl, so kennen wir, in Folge der soeben angestellten Betrachtung, ver- 
sichert sein, dass dieses nur vermöge einer fremden Ursache, die auf ihn 
einwirkte, geschehn konnte. Diese Ursache, von welcher Art sie auch 
sein möge, deren innere Natur uns unbekannt ist und die wir nur aus 
ihren Wirkungen erkennen, wird Kraft genannt. 

Wenn nun ein Körper aus seiner Ruhe kommt, wenn also eine 
Kraft auf ihn einwirkt , so kann man sich diese in doppelter Weise, ent- 
weder stossend oder ziehend denken. In beiden Fällen aber wird die 
Kraft dem Körper nur das Bestreben mitlheilen können, sich in einer 
und zwar in einer geraden Linie fortzubewegen^ denn in mehreren Li- 
nien zugleich kann er sich nicht bewegen und um sich in einer krummen 
Linie zu bewegen , muss er von der, ihm für den ersten Augenblick vor- 
geschriebenen Bahn ablenken , was .'er offenbar nicht durch sich selbst, 
sondern nur unter dem Einfluss andrer auf ihn wirkenden Kräfte thun 
kann. Diese .gerade Linie , welche die Kraft im ersten Augenblick strebt, 
den Punkt, auf welchen sie wirkt, beschreiben zu lassen, heisst die 
Richtung der Kraft; während derjenige Punkt des Körpers, welchen 
die Kraft zunächst in Bewegung zu setzen strebt, der Angriffspunkt 
oder Anheftungspunkt der Kraft genannt wird. Die durch die 
Kraft erzeugte Bewegung selbst wird aber entweder schneller oder lang- 
samer sein können und gemäss diesem Erfolg nennt man die dazu erfor- 
derliche Kraft entweder stärker oder schwächer und spricht deshalb auch 
von der Intensität oder Stärke d-er Kraft. 

Wenn man auf der Richtungslinie einer Kraft zwei Buchstaben Ä und 
B gesdirieben denkt, so ist es gleichgiltig, ob man sagt, die Linie AB 
doer die Linie BA gibt die Richtung der Kraft an, dagegen muss man 



fiorgfUtig folgende beiden AusdrAcke unterscheiden: wenn die Kraft dahin 
strebt den Anheltungspunkt von der Seite i nach B hin zu bewegen, so 
sagt man, die Kraft wirkt in der Richtung von AB und zwar in dem 
Sinne von Ä nach B, will sie dagegen den Anheftungspunkt von der 
Seite B nach A hin bewegen, so wirkt sie in dem Sinne von £ nach A. 

Denken wir uns nun zwei Kräfte, welche auf einen und denselben 
Punkt, oder auf die beiden Endpunkte einer starren, uuausdehnbaren ge- 
raden Linie, in einerlei Richtung, also in letzterm Fall in der Rich- 
tung der Verbindungslinie beider Anheftungapunkte, aber im entgegen- 
gesetzten Sinne wirken und setzen wir den Fall, dass der angegriffeno 
Punkt o(ler die angegriffene starre Linie keine Bewegung annehmen, 
sondern an derselben Stelle in Ruhe verharren, 30 halten sieb die beiden 
Kräfte gegenseitig das Gleichgewicht und man sagt, die beiden Kräfte 
sind einander gleich. 

Hat man aber erst von zwei Kräften erkannt, dass sie einander gleich 
sind, so kann man sie auch beide an einem Punkt und nicht allein in 
einerlei Richtung, sondern auch in einerlei Sinn anheften und 
erhält dadurch nothwendig den Begriff der doppelten Kraft; fugt man 
hierzu noch eine den beiden ersten gleiche Kraft, so erhält man dadurch 
eine dreifache Kraft u«s.w.f., im Allgemeinen eine vielfach^ Kraft. 

Auf diese Weise wenden Kräfte ihrer Intensität nach unter einander 
vergleichbar, können also durch Yerhältniss- Linien, die man auf ibren 
Richtungen aufträgt, oder durch Yerhältniss -Zahlen ausgedrückt und des- 
halb der mathematischen Behandlung unterworfen werden. Ebenso wer- 
den aber auch die einzelnen Anheftungspunkte der Kräfte durch ihre 4rei 
Coordinaten als Punkte im Räume fixirt und die Richtungen der Kräfte 
durch die Winkel, welche sie mit den drei Coordinaten -Axen bilden, be- 
stimmt werden; so dass es augenscheinlich wird, dass jede auf gegensei- 
tige Beziehung von Kräften oder auf Bewegung bezugliche Aufgabe, wenn 
sie nicht auf rein handwerksmässige Weise durch Probiren oder Beobach 
tung und Erfahrung gelöst werden soll, ein Gegenstand des Calculs sein 
muss. Die streng mathematisch -wissenschaftliche Bearbeitung sämmt- 
licher hierher gehöriger Sätze und Aufgaben bildet den Inhalt der soge- 
if^nnten analytischen Mechanik, als deren allgemeines Problem sich 
folgendes hinstellen lässt: 
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Es soll dieBewegung eines Körpers oder einesSystems 
von Körpern bestimmt werden, wenn es Ton gege- 
benen Kräften sollicitirt wird; 
oder was auf dasselbe hinauskommt: 

Welche müssen die Relationen zwischen den Kräften 
sein, die auf ein System wirken, damit dieses System 
eine gegebene Bewegung im Raum annehme? 
Um dieses allgemeine Problem zu lösen, fängt man mit der Lösung 
eines besondern Falles an, in dem gefragt wird, welche die Relationen 
zwischen den einzelnen Kräften sein müssen , damit das System , auf wel- 
ches sie wirken, eine Bewegung = annehme, d.h. in Ruhe bleibe. 
Derjenige Theil der allgemeinen Mechanik, welcher sich mit der Feststel- 
lung der Bedingungen dieser speciellen Bewegung beschäftigt, heisst die 
Statik, welche also die Lehre von der Ruhe oder die Wissen- 
schaft vom Gleichgewicht der Kräfte ist. Den anderen Theil, in 
welchem die Gesetze irgend einer beliebigen Bewegung untersucht wer- 
den, nennt man die Mechanik im engern Sinn oder die Dynamik, 
die Wissenschaft von der Bewegung der Körper. 

Wenn man noch auf die drei Aggregatzustände der Körper, d.h. 
darauf Rücksicht nehmen will, ob die Körper fest, oder tropfbar - 
flüssig oder expansiv-flüssig sind, so theilt man wohl noch die 
Statik in: Statik im engern Sinn oder Geostatik, in Hydrosta- 
tik und in Aerostatik, und die Dynamik in Dynamik im engern 
Sinn oder Geodynamik, in Hydrodynamik und in Aerodyna- 
mik. 

Unter allen Umständen aber fängt man mit dem Vortrag über die 
Statik an, weil man dahin gekommen ist, die Aufgaben der Dynamik auf 
die Principien der Statik zurückzuführen. 



Erste Torlesnns. 

Znsammeiis^Uiiiig der Kr&fte , welche entweder taf Einen Pnnkt odef in 

unter einander partllelen Richtungen wirken. 

Vor allen Dingen sei hier ein für alle Mal die Uebereinkunft getrof- 
fen (welche ihre Giltigkeit beibehalten soll, bis sie im Verlauf der folgen- 
den Vorlesungen ausdrücklich aufgehoben wird), dass, wenn von einem 
Körper gesprochen wird, auf dessen verschiedene Punkte verschiedene 
Kräfte wirken, vom Gewicht und vom Volumen desselben, so wie auch 
von dem Widerstand abstrahirt werden soll, den er von dem Medium 
erleidet, in welchem er sich bewegt. Wir halten hier einzig und allein 
die, freilich in der Praxis nicht zu ermöglichende Vorstellung fest, dass 
auf einen mathematischen Punkt oder auf ein, in sich auf unwandelbare 
Weise fest verbundenes , System von mathematischen Punkten Kräfte wir- 
ken, wobei die Verbindungslinien der einzelnen Punkte zwar starr und 
unausdehnbar gedacht werden sollen, aber dennoch mathematische 
Linien sind. Es ist eine solche, der Vereinfachung wegen, im Anfang 
gemachte Annahme gestattet, weil es sich späterhin zeigt, dass die ge- 
nannten Umstände, wie Gewicht, Volumen, Widerstand, Reibung u. dg!« 
als besondre Kräfte in die Rechnung eingeführt und dadurch ihr Einfluss 
in angemessener Weise berücksichtigt werden könne. 

Ein zweites, gleichfalls festzuhaltendes Uebereinkommen betrifft eine 
Bezeichnungsart. Wenn die gerade Linie AM die Richtung einer Kraft 
andeutet, wobei Ä der Anheftungspunkt der Kraft, M entweder ein be- 
stimmter oder beliebiger Punkt auf der Linie, je nachdem die Verhält- 
nisslinie der Intensität der Kraft zugleich auf ihrer Richtung mit aufgetragen 
ist oder nicht, sosoll die Verhältnisszahl der Intensität der Kraft, die etwa 
durch P repräsentirt wird, auf der Linie AM zwischen A und M irgendwo 
drauf geschrieben werden und zwar mit dem vorgesetzten positiven (+) 
Zeichen, wenn die Kraft strebt, den Anheftungspunkt A nach dem Punkte 
M hin zu ziehn , also ihn dem Punkte M zu nähern ; mit dem negativen 
( — ) Zeichen dagegen, wenn die Kraft strebt, den Anheftungspunkt A in 
dem Sinne von M nach A zu stossen , also ihn von dem Punkte M zu 
entfernen. — An und für sich würde durchaus Nichts hindern, die ent- 
gegengesetzte Hypothese anzunehmen, da es ja nur ein Uebereinkommen 
ist; hier jedoch soll das Genannte festgehalten werden. 
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5. 1. 

yfenn mehre Kräfte P, Q, R, cet m gleicher Zeh wirken imd eich 
gegenseitig das Gleichgemcht lialten, so wird dieses offenbar gestört wer- 
den, wenn man eine dieser Kräfte, z.B. P, wegnimmt. Ks muss also 
diese eine Kraft P dem Zusammenwirken aller übrigen Kräfte QjR.S, cet. 
das Gegengewicht lialten. Dieselbe Kraft P hält aber auch offenbar einer 
andern Kraft P* das Gleichgewicht, welche mit ihr an Intensität gleich 
ist und ausset'dem in derselben Richtung, aber in gerade entgegengesetz- 
tem Sinne wirkt. Es muss also die einzige Kraft P' ebenso viel wirken, 
als die Kräfte Q, B, 5, cet, zusammengenommen; erstere ersetzt also 
vollkommen alle die letztern. Wir sehen hieraus , dass es im Allgemei- 
nen immer möglich sein wird, eine einzige Kraft zu finden, welche auf 
einen Körper dieselbe Wirkung hervorbringt, als mehre andre zusammen- 
genommen. Diese einzige Kraft nennt man die Resultante od^r Mit- 
telkraft, wogegen die mehreren, welche sie ersetzt, die Composan- 
ten oder Seite nkräfte heissen. Mit Hilfe dieser Benennung spricht 
sich das vorhin Gesagte so aus: Wenn mehre auf einen Körper 
wirkende Kräfte sich wirklich das Gleichgewicht halten, so 
ist jede einzelne von ihnen gleich und gerade entgegen- 
gesetzt der Resultante aller übrigen. 

Unsre erste Aufgabe wird nun offenbar diese sein: das Gesetz auf- 
zustellen, nach welchem man die Resultate mehrerer Kräfte findet; dieses 
nennt man die Zusammensetzung der Kräfte {composttion des 
forces). Hieran schliesst sich dann unmittelbar die Aufsuchung des um- 
gekehrten Gesetzes, nach welchem statt einer Kraft mehre gesetzt 
werden können, welche zusammen dieselbe Wirkung ausüben, als jene; 
dieses wird Zerlegung einer Kraft in Seitenkräfte {decomposition 
des forces) genannt. 

Ein &ebr wesentlicher Hilfssatz, der bei den meisten der nächst- 
folgenden Deductionen in Anwendung kommt, ist dieser: 

Jede Kraft kann man mit Beibehaltung der Richtung 
uad des Sinnes ihrer Wirkung in jedem beliebigen Punkt 
ihrer Richtung angebracht denken, wenn nur der neue An- 
heftungspunkt atif «inverfinderliofae Weis«, dnreb ein-e starre 
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und ttnattsdbliBbaTfe gerade lioiB mit d«iii urBprfiDglichen 
Anheftungspunkt verbunden ist. 

Der Beweis ergibt sich leidit. DeDo es sei ( Fig. 1. ) AM die Rich«- 
tung der Kraft + P und B ein Punkt auf derselben , der mit Ä auf un* 
veränderliche Weise verbunden ist, so kann man sich in diesem Punkte 
B zwei gleiche, in einerlei Richtung, aber in gerade entgegengesetztem 
Sinn wirkende Kräfte + P' und — P' angebracht denken, die, weil sie 
sich unmittelbar selbst das Gleichgewicht halten, durchaus keine Störung 
verursachen oder irgend einen Einfluss auf das mögliclier Weise sonst 
vorhandene Kräftesy^tem haben können. Setzen wir jetzt noch die Inten- 
sität der Kraft F gleich der Intensität der Kraft P, so können wir auch 
die Ansicht fassen, dass die beiden an sich gleiclien Kräfte +Pnnd — F, 
weil sie an den Endpunkten der starren, unausdehnbaren geraden 
Linie AB in gerade entgegengesetztem änne wirken, sich gegenseitig auf- 
heben. Sonach bleibt statt der drei Kräfte +P, — P', +P' nur die 
einzige Kraft + P' übrig, welche in den Punkt B angeheftet ist und 
weiche in die Stelle der Kraft +P getreten ist, die in dem Punkt i an-- 
geheftet war, und zwar mit derselben Wirkung, da P' an Intensität gleich 
P angenammen wurde. 

§. 2. 
Wenn die Richtungen zweier Kräfte P und 0, die auf einen Punkt 
A (Fig. I.) wirken , einen Winkel MAN mit einander bilden, so wird die- 
ser Pu^kt A, unter dem vereinigten Einfluss beider Kräfte, gewiss dabin 
streben, seinen Ort zu verlassen, d.h. sich zu bewegen. Da dieses sib^ 
offenbar nur nach einer Seite hin, nur in einer Richtung geschehen 
wird, da er ja nach mehreren Seiten zugleich sich nicht bewegen 
kann , so wird eine in derselben Richtung, in entgegengesets^em Sinn an- 
gebrachte, hinlänglich grosse Kraft, sie möge R heissen, diese Bewegung 
aufheben und also den beiden Kräften P und Q das Gleichgewicht halten. 
Wäre AL die Richtung dieser Kraft R, so wird auf der über den Anhef- 
tungspunkt A rückwärts verlängerten AL' eine Kraft R*i=:R liegen, wel- 
che dieselbe Wirkung ausübt als die beiden Kräfte P und Q zusanmen- 
genammen, also deren Resultante ist. Hieraus folgt zunächf^t dieser wifch« 
ttgeSatz: Jede zwei Kräfte, welche a«f Ein^n Punkt wifkeo, 
halben «ine Resalitfnte, 
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Was die Richtung dieser Resultante anbetrifft, so Unnen wir nur 
zwei Bestimmungen und zwar ganz im Allgemeinen darüber feststellen. 
Erstens nämliclfwird sie in einerlei Ebene mit der durch die 
beiden im Punkt A zusammentreffenden Richtungen AM und 
AN der Seitenkräfte P und Q gelegten Ebene'enthalten sein 
müssen. Denn diese beiden Kräfte wirken nur innerhalb dieser Ebene 
und es ist also schon deshalb keine Veranlassung vorhanden , weshalb der 
soliicitirte Punkt aus dieser Ebene heraustreten sollte, aber selbst wenn 
dieses denkbar wäre, so liegt kein Grund vor, weshalb er eher nach der 
Tordern als vielleicht symmetrisch nach der hintern Seite der Ebene sich 
bewegen sollte, da beide Seiten eine vollkommen gleiche Berechtigung ha- 
ben, und er wird also vermöge des Satzes von dem zureichenden Grunde 
in der Ebene der Composanlen P und Q bleiben müssen. — Zweitens 
wird die Resultante in den kleineren Winkel fallen, den die 
Richtungen der beiden Composanlen mit einander bilden. 
Denn wenn die Kraft P allein wirkte, so würde sich der Punkt A in der 
Geraden AM fortbewegen, da aber die Kraft Q dazu kommt, so wird diese 
ihn nach der rechten Seite von AM hin abziehn und wenn andrerseits 
die Kraft Q allein wirkte, so würde er sich in der Geraden AN fortbe- 
wegen, während er durch das Hinzutreten der Kraft P nach der linken 
Seile von AN hin abgezogen wird. In keinem Fall aber wird der Punkt 
A veranlasst, in den Raum U , links von AM, oder in den Raum F, 
rechts von AN hineinzugehn , er muss also innerhalb des spitzen Winkels 
MAN bleiben. 

Die weitere Frage ist nun aber, auf welche Weise dieser spitze 
Winkel MAN durch die Resultante AL getheilt wird. Diese kann man 
nur in einem einzigen Falle a priori beantworten. Wenn nämlich beide 
Kräfe P und Q einander gleich sind; so ist kein Grund vorbanden, wes- 
halb die Resultante sich mehr der einen als der andern Composanten nä- 
hern sollte , sie muss stets gleich weit von beiden entfernt bleiben , d. h. 
sie wird den Winkel MAN halbiren. 

Was die letzte Frage, nämlich die nach der Grösse der Resultante, 
d. h. nach dem Yerhältniss derselben zu den Grössen der Composanten 
betrifft, so wird man nur in drei Fällen durch einfaches Raisonnement 
darüber entscheiden können, wenn der Winkel MAN nämlich = oder 
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= n oder Vi ^ wt. — Wenn der Winkel erstens = ist, so fallen 
nicht nur die Richtungen der beiden Kräfte P und Q zusammen, sondern 
sie wirken auch in einerlei Sinn und erhalten deshalb nach dem in der 
Einleitung entwickelten Begriff von Kraft, als messbarer Quantität, die 
Summe P + Q zu ihrer Resultante; ganz ähnlich ergibt sich bei einem 
Winkel = 180', wobei die beiden Composanten zwar in einerlei Rich- 
tung, aber in gerade entgegengesetziem Sinne wirken, die Differenz P — Q 
als Resultante. Für beide Fälle zusammengenommen kann man den 
Satz, ausgedehnt auf eine beliebige Anzahl von Kräften, so aussprechen: 

Von beliebig vielen Kräften, die in einerlei Richtung 
wirken, ist die Resultante gleich dem Ueberschuss der Sum- 
me derjenigen, welche in dem einenSinne wirken, über die 
Summe derer, welche in dem entgegengesetzten Sinne wir- 
ken und sie wirkt selbst indem Sinne der grössern Summe. 

Um von dem dritten Fall zu sprechen, denke man sich (Fig. II.) drei 
gleiche Kräfte P auf den Punkt A wirken und zwar in den Richtungen 
AM, AN, AL, welche, je zwei, einen Winkel von 120® mit einander bil- 
den. Diese drei Kräfte werden sich nothwendig das Gleichgewicht oder 
denPunkti in Ruhe halten müssen; denn sollte er sich nach irgend einer 
Seite hin bewegen, so stünde gleich die Frage frei, weshalb bewegt er 
sich gerade nach dieser und nicht nach einer andern, z. ß. nach der ge- 
rade entgegengesetzten Seite, da alle wegen der Symmetrie der Figur 
ganz gleich berechtigt sind. Nun haben wir aber 8.8. $.1. gesehn, dass 
wenn mehre Kräfte sich das Gleichgewicht halten, jede einzelne Kraft 
gleich und gerade entgegengesetzt der Resultante der übrigen ist; also 
kann hier z. B. die in der Richtung AL wirkende Kraft P als die der Re- 
sultante der beiden nach AM und AN wirkenden Kräfte P gleiche und 
entgegengesetzte betrachtet werden. Repräsentiren daher i£= iC=iD 
die Grösse der Kraft P, so wird, wenn man AB über A hinaus verlän- 
gert und AE SS AB macht, AB die Resultante von AC und AD sein. 
Sie halbirt augenscheinlich den Winkel CAD und indem man E mit C und D 
verbindet, entsteht ein Parallelogramm, in welchem AE eine Diagnonale ist. 
Hierbei ergibt sich beiläufig für den speciellen Fall zweier gleichen, unter 
einem Winkel von 120" wirkenden Kräfte, dass deren Resultante der Grösse 
und Richtung nach durch die Diagonale eines Parallelogramms dargestellt 
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wird, welches man aus den VerbfiltnisErlinien der t^idmi Composanlen und 
dem zwiscfheD den Dichtungen deraelben liegenden Winkel bilden kamt. 

Ueber die Grösse der Resultante wird man , um mich so auszudrük- 
ken , negative Bestimmung angeben können. Wenn in Pig. I. in 4en 
Richtungen A9f und AN die Kräfte P und Q wirken , so ^strebt «die Kraft 
Q mit der ihr innewohnenden Stärke den Punkt A in »der Richtung AN 
fortzubewegen , da aber zu gleicher Zeit die Kraft P ihren Einfluss aus- 
übt und den Punkt A von der Richtung AN abzulenken strebt, so wird 
sie nicht nur nicht die Wirksamkeit der Kraft Q unterstützen, sondern 
im Gegentheil deren Intensität schwächen, so dass nicht die ganze Kraft 
0, sondern nur ein Theil derselben zur wirklichen Bewegung des Punk- 
tes A in der Richtung der Resultante beiträgt. Da dasselbe Raisonne«- 
ment in Bezug auf die Kraft P gilt, so folgt, dass die Resultante R -klei- 
ner als die Summe P + der beiden Composanten Kein moss. Nor in 
dem einen Palll, wenn der Winkel ilfiJV =s ist, wenn also die beiden 
Richtungen AM und AN zusammenfallen, unterstützen -sich di^ Kräfte 
geradezu und es wird Ä = P + (?. 

Scholle. So wie wir im Verlauf dieses §. gesehn haben, dass jede 
zwei Kräfte, die auf einen Punkt wirken, sich in eine einzige zusammen- 
setzen lassen, deren Richtung innerhalb des kleinern Winkels liegt, wel- 
chen die Richtungen der beiden gegebenen Kräfte mit einander bilden, 
ebenso werden wir auch umgekehrt jede einzelne Kraft als die Resultante 
von zwei andern betrachten können oder wir werden jede Kraft in zwei 
andre Kräfte zerlegt denken können. 

§.3. 

Es hat sich im vorigen $. gezeigt, dass zwei Kräfte, welche auf 
Einen Punkt wirken, deren Richtungen also einen Winkel mit einander 
bilden, stets eine Reisultante haben müssen ; es ist mm die nächste Frage, 
wie es sich mit zwei Kräften verhält, deren Ricbimgen unter einander 
parallel sind. 

Es mögen Fig. HI. A und B zwei auf irgend eine Weise fest und un- 
veränderlich mit einander verbundene Punkte sein, an welchen in den pa- 
rallelen Richtungen AD und BE die Kräfte P und Q in demselben Sinne 
wirken. Da nach der Voraussetzung die Verbkklungstinie ^S diarr und 
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luumadehnbar ist, so wird man ao deren EodpuBklen zwei in einerlei 
Richtung mit der Linie, aber in gerade entgegengesetztem Sinn AF nni 
BG wirkende gleiche Kräfte S und T anbringen können, welche, weil sie 
sich nothwendig das Gleichgewicht halten, durchaus keinen Eiufluss auf 
das ganze System haben können, so dass die Wirkung van P und Q in 
keinerlei Weise geändert wird, durch das Hinzufugen von S und 7. Die 
jetzt vorhandenen vier Kräfte können wir auf beliebige Weise combiniren. 
Wir denken uns , dass auf den Punkt A die beiden Kräfte S und P un- 
ter dem Winkel FAD wirken. Diese werden sich nach dem vorigen §* 
in eine Mittelkraft vereinigen lassen, deren Richtung AH innerhalb des 
Winkels FAD liegt. Ebenso werden sich die beiden am Punkt B wir- 
kenden Kräfte T und Q in eine Mittelkraft vereinigen lassen, deren Rich- 
tufig BJ innerhalb des Winkels GBE liegt. Die Richtungen dieser beiden 
Resultanten AH und BJ werden, rückwärts verlängert, sich nothwendig 
in einem Punkte K treffen müssen. Da wir hier, wie überall, das ganze 
Punkten - uQd Liniensystem als in sich unveränderlich fest betrachten, so 
dass also auch AK und BK starre unausdehnbare Linien sind, so werden 
(nach S. 8.) die Angriffspunkte dar beiden nach AH und nach BJ wir- 
k^den Kräfte nach K übertragen werden können und werden jetzt als 
zwei auf Einen Punkt wirkende Kräfte in eine einzige Mittelkraft vereinigt 
werden können , deren Richtung KL innerhalb des Winkels AKB liegt und 
deshalb die Verbindungslinie AB der Anheftungspunkte der beiden ursprung- 
lich gegebenen Kräfte in einem gewissen Punkte (7 schneiden wird* Die von 
A nach K übertragene Kraft AH können wir offenbar wieder in zwei Seiten- 
kräfte zerlegen, dereo Grösse und Richtungen wir in diesem Fall auch 
kennen werden, da wir wissen, wie AH entstanden ist; wir werden nur KM 
parallel und gleich iJ9=:Pund KP parallel und gleich AF =: 5zu machen 
haben. Ebenso wird sich die nach K übertragene Kraft BJ in die beiden 
Seitenkräfte KN # BE = Q nnd KG' # Bfi = T zerlegen- Hierdurch 
reduciven sich die e^nClich in A und B gegebenen KräXte auf die vier 
in K wirkenden KM, KN, KF* und KG*. Da die beiden letztern gleich 
und gerade entgegengesetzt sind, so heben sie sich ohne Weiteres auf 
und es bleiben nur die beiden erstem KM und KN übrig, die, weil sie 
beide parallel mit AD und BE sind, in Eine Gerade zusanuneniallen und 
sich abo au P + 6 zusammenaddiren , w^lcbeg somit die Resultante der 
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beiden gegebenen Kräfte ist. Nun können wir aber den Angriffspunkt 
dieser Kraft nach einem beliebigen Punkt ihrer Richtung, also auch nach 
C übertragen und erbalten dadurch zunächst diesen, noch nicht ganz er- 
schöpfenden Lehrsatz: 

Wenn auf die Endpunkte einer starren unausdehnba- 
ren Linie (AB) zwei Kräfte (P und Q) in unter sich paralle- 
len Richtungen {AD und BE) wirken, so haben diese eine Re- 
sultante und zwar ist deren Grösse gleich der Summe (P+(?) 
und deren Richtung parallel der gemeinsamen Richtung 
der beiden gegebenen Kräfte, ihr Angriffspunkt {€) liegt 
auf der Verbindungslinie der beiden ersten Angriffspunkte 
(A und B) und zwar zwischen beiden« 

Es fehlt jetzt noch die Restimmung der Lage des Anheftungspunkts 
C der Resultante in Bezug auf die Anheftungspunkte (i und B) der bei* 
den Composanten. In einem speciellen Fall kann man diese Frage ohne 
Schwierigkeit beantworten. Sind nämlich die beiden Kräfte P und Q ein- 
ander gleich, so werden natürlich die beiden partiellen Resultanten AH 
und BJ an beiden Punkten A und B symmetrisch gegen ihre Composan- 
ten liegen , d. h. es werden die Winkel FAH = GBJ und DAH = DBB 
sein, also auch deren respective Scheitel- und correspondirenden Win- 
kel : KAB = KBA und AKC = BKC, mithin wird das Dreieck AKB ein 
gleichschenkliges und KC ist darin eine Linie, welche den Winkel an der 
Spitze halbirt, und hieraus folgt, dass durch diese Linie auch die Grund- 
linie halbirt werden muss, dass also AC =? BC sein muss. Sind da- 
her die beiden an den Enden einer starren Linie wirken- 
den Parallel- Kräfte einander gleich, so liegt der Anhef- 
tungspunkt ihrer Resultante in derMitte zwischen beiden; 
diese Resultante ist das Doppelte der einen Composante 
und parallel damit. 

Ohne weiteres Raisonnement ergibt sich hieraus unmittelbar folgende 
Erweiterung dieses Satzes: 

Wenn man eine beliebige gerade Anzahl parallel wir- 
kender Kräfte hat, von welchen je zwei immer unter einan- 
der gleich und symmetrisch in gleichen Entfernungen von 
der Mitte einer geraden Linie angebracht sind, so ist ihre 
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gemeinsame Resultante gleich der Summe aller, ihre Rich- 
tung parallel der gemeinsamen Richtung, der einzelnen 
Kräfte und ihr Anheftungspunkt die erwähnte Mitte der 

Linie. 

Scholle. Dieser Satz lässt sich ufTenbar umkehren: Man kann jede 
Kraft in so viele Paare gleicher mit ihr paralleler Kräfte zerlegen, als 
man will, wenn ihre Anheftungspunkte nur symmetrisch um den Anhef- 
tungspunkt der gegehenen Kraft liegen und ihre Gesammtsumme gleich 
dieser ursprünglichen Kraft ist. 

Um nun im Allgemeinen den Anheftungspunkt der Resultante zweier 
parallelen Kräfte zu finden, so mögen Fig. IV. an der starren unausdehn- 
baren Linie AB die Kräfte P und Q wirken. Wir unterscheiden hier zwei 
Fälle, je nachdem die Kräfte P und Q commensurable oder incommen- 
surable Grössen sind. *) 

a) Wenn die Kräfte P und Q commensurable Grössen sind , d. h. 
wenn zwischen ihnen ein rationales Verhältniss m:n stattfindet. 

Man theil^die gegebene Linie AB in dem Punkte H nach diesem 
selben Verhältniss, so dass 

AH:BH=m:n=:P:Q 

Man yerlängere AB über A hinaus um AG = AH und über B hin- 
aus um BK =: BH, dann werden in GH, 2 m solcher Längeneinheiten 
enthalten sein, als in KH deren 2n sind. Nun kann man sich aber die 
Kraft P in 2m Krafteinheiten zerlegt denken, dann wird die Kraft Q 
2n Krafteinheiten derselben Gattung enthalten. Nach der obigen Scho- 
lle kann man P ersetzen durch die in ihr enthaltenen 2 m Theile, wenn 
man sie auf GH symmetrisch um A vertheilt, alle parallel mit AP, und 
ebenso Q durch die in ihr enthaltenen 2 n Theile (von derselben Grösse), 
wenn man sie auf KH symmetrisch um B vertheilt, alle parallel mit BQ, 



*) Dieser Unterschied zwischen commensarabeln und incommensorabeln Grössen 
müsste, streng genommen , bei den meisten der nachfolgenden Untersuchungen gemacht 
werden; da aber die jedesmalige delailllrle Durchführung zu viel Zeit und Papier weg- 
nehmen und ausserdem mehr oder weniger immer eine Wiederholung sein würde, da die 
Methode sich ziemlich gleich bleibt, so wird es hinreichen, diese Unterscheidung bei dem 
gtgenw&rtigeo FaodamentaJsatz Tolist&ndig darcfaznarbeiten. 
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also auch parallel mit AP. Auf diese Weise sind an der Linie GK in 
immer gleichen Entfernungen lauter unter sich gleiche parallele Kräfte in 
der Anzahl (2«n + 2w) angebracht, deren Resultante nach dem letzten 
Satz in der Mitte von GK d. h. in C liegt. Nun ist aber 

AB = GC 
weil jedes die Hälfte von GK ist; und wenn man hiervon abzieht 

AC = AC 
so bleibt BC ^ AG :=:: AH; 

ebenso wird A C = BK =: BH 

mithin YC.AC— AÜ.BH 

= «i : n 
= ? : 

d. h. der Anheftungspunkt C der Resultanie theilt die Linie AB nach dem 
umgekehrten Verbältniss der an ihren Endpunkten wirkenden Kräfte. 

h) Wenn die Kräfte P und Q inconimensurable Grössen sind, also 
das zwischen ihnen stattfindende Verhäjtuiss nur in irrationalen Zahlen 
ausgedrückt werden kann. 

Zunächst wird man die Richtigkeit des folgenden Hilfss^tzes leicht, 
einsehn : 

Hilfssatz. Wenn man irgend zwei parallele Kräfte Pgnd Q (gleich- 
gütig, ob commensurabel oder incommensurabel) mit ihren Apb^ftungs- 
punkten A und B und deren Resultante R* mit ihrem» von irgend einem 
Wege her bekannten, Anheftungspunkt C hat, und wenn man die eine 
der beiden Seitenkräfte, z. R. Q, um irgend eine Kraft, die S heissen mag, 
vergrössert, so wird die Resultante von P und Q + S ihren Anheftufigs- 
punkt zwischen C und B haben. 

Denn um die Resultante von P und Q + S zw. erhalten, denke 
man sich erst die Resultante R' von P und Q^ welche in C angebracht 
ist und dann die Resultante von jR' und 5, so muss diese nach dem 
ersten Satz in diesem §. zwischen C und B fallen. 

Nehmen wir jetzt in Fig. IV. die Kräfte incommensurabel, so theilen 
wir die Linie AB nach demselben irrationalen Verhältnisse was natürlich 
ausfuhrbar ist, da das irrationale Verbältniss der Kräfte als durch in- 
commensurable Linien gegeben gedacht werden kann ; wir theilen lalso 
AB so, dass ACiBCssiQiP 
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atiA behauptet fitin, dass C der Anheftnngspunkt der Resultante k seyii, 

mdsse. Gesetzt 'dieser Ponkt wäre nicht der ricliXige , so möge es der, 

tialArlich um eine endHcbe Grösse davon entfernte Punkt L sein (der hier 

zofälKg nach B hin liegend angenommen ist; wenn er nac'h der andern 

Serie hin angenommen wird, gestaftet sich das Raisonnement offenbar 

gam: Sbnlidi). Man wird nun offenbar AB in eine Anzähl gleicher ^Theile 

iheflen köntfen, vfehlht kleiner als die als encHiche Grösse angenommene 

Entfernung von C bis L ist, so dass wenigstens ein Theiiungspunkt zwi- 

sciben Ö und l etwa nach / fällt. Dann 'werden AJ und A/ comaiensu- 

Tabel «ein und es wird der Punkt J betrachtet werden können als der 

Anhefhrng^ptmkt der {tesqltanie zweier Kräfte P und Q' (in i und B), 

w^ldie nach der vorigen Nr. a. dieser Gleichung genügen: 

AJiBJ^QiP 

-es ivar äbet» AC:BC= Q:P 

Hieraus wird: 

_ P.AC ,_, P.AJ j,\aC+CJ\ 
0=-^undO-^ = P.J^^_^y 

Ucbc-^accjI 

oder Q = P. ^ r j 

BC.\bC^CJ\ 

und ' ^.^p !ig.BC+l>g.Cj| 

bcAbc—cj^ 

also C > (?• % 

Es war aber L als der Aobeftungspnnkt der Resultante von P and Q 
angenommen, also mösste, nach dem angeführten Hilfbsatz, der Anbef- 
tungspunkt der Resultante von P und der grössern Q^ zwischen L und B 
fallen , er soll aber in J liegen. Dieses ist ein Widers{)ruch. Es ist da- 
her nicht erlaubt anzunehmen, dass der Anheftnngspunkt von P und Q 
in einen solchen Punkt, wie £ (alle, der von dem oben definirten Punkt 
C verschieden ist. 

Fassen wir nun Aflee , was biiiher in diesem $. gesa^ ist , 2usam- 
iden, so erhalten wir folgendes 

Theanem. Wem^n a-n den Gndpunkte!n eine^r s'tarren nn- 

ausdehnbaren Linie zwei parallele 'Kräfte in dems'elbefa 

■äibiike wirken, «o lh'8«6B s'i'ck diese ih (e>in*e 'ei'Htzige -Kraft 
u. 2 
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zusammensetzen, welche gleich ist ihrer Summe, mit ihnen 
in paralleler Richtung und in demselben Sinne wirkt, und 
deren Anheftungspunkt auf der gegebenen starren Linie 
so liegt, dass diese nach dem indirecten Verhältnissl der 
an den Endpunkten wirkenden Kräfte getheilt wird, oder 
so, dass die Producte aus jeder Kraft in den anliegenden 
Abschnitt der Linie zu beiden Seiten dieses Punktes gleich 
sind. 

Wenn in dem Punkte C { Fig. IV. ) sUlt der Kraft A' = P + Q eine 
gleiche aber in gerade entgegengesetztem Sinn wirkende Kraft R ange- 
bracht wird, oder wenn der Punkt unterstützt wird, so dass er nicht 
nach unten entweichen kann, so werden dadurch die Kräfte P und Q im 
Gleichgewicht gehalten werden. Man nennt aber bekanntlich dieses ganze 
Liniensystem einen zweiarmigen Hebel, AC und BC die Hebel- 
arme, C den Unterstützungspunkt. Das obige Theorem ist das so- 
genannte Princip des Hebels, welches sich dann einfacher auf fol- 
gende Aussprache red ucirt: 

Zwei an einem zweiarmigen Hebel wirkende parallele 
Kräfte sind im Gleichgewicht, wenn die Producte aus Kraft 
in Hebelarm zu beiden Seiten des Unterstützungspunktes 
einander gleich sind. 

Aber auch diese Fassung kann man noch ändern und in bessere 
Uebereinstimmung mit dem weitern Verlauf der Untersuchungen bringen, 
penn wenn man von dem Unterstütznngspunkt C Perpendikel CD=:pund 
CS^q auf die Richtungen der beiden Kräfte P und Q fällt, so ist of- 
fenbar AC.BG^CD.CE 

mithin nach obigem Haupttheorem 

p:q=:Q:P 
oder P.p=Q,q 

Nun pennt man ^er im Allgemeinen das Product aus einer Kraft in 
die senkrechte Entfernung eines Punktes von der Richtung der Kraft das 
Moment der Kraft in Bezug^auf diesen Punkt. Hiernadi lautet 
das Princip des Hebels jetzt so: . 

Zwei ^n einem zweiarmigen Hebel wirkende parallele 
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Kräfte sind im Gleichgewicht, wenn ihre Momente in Beang 
auf den Unterstützungspunkt einander gleich sind. *) 

§.4. 

Wenn in dem System Fig. IV. die beiden in Einem Sinn wirkenden 
parallelen Kräfte P und Q als gegeben angenommen werden, so wird ih- 
nen, wie wir gesebn haben, das Gleichgewicht gehalten durch eine Kraft 
R=^P+Qy welche in entgegengesetztem Sinne und in solcher parallelen 
Richtung wirkt, dass deren Entfernungen p und q von den Richtungen 
der beiden Kräfte sich durch die Gleichung Pp =: Q,q bestimmen. Wir 
können aber auch die Kräfte P und R als gegeben annehmen und deren 
Wirkung wird dann durch die Kraft Q^R — P das Gegengewicht gehal- 



*) Es dfirfle nicht uninteressant sein einen ganz eigenlbfimlicben , ich möchte fast 
sagen materiellen Beweis des Salzes Tom Hebel hier mit anzofüfaren, welchen ein hoUftn- 
discber Mathematiker Simon Sievin (Ende des 16. und Anfang des 17. Jabrhnnderts) in 
seiner Statik gegeben hat. 

Man denke sich Fig. Y. einen materiellen Stab AB, der darcbgingig homogen^ äberall 
gleich stark und gleich schwer ist, so wird dieser offenbar in Ruhe sein, wenn er in 
seiner Mitte C unterstützt oder aufgehängt ist. Wenn man nun die Linie DE, gleich der 
halben Länge des Stabes AB, auf unwandelbare Art in den willkQi liehen Pankten B and J 
mit diesem Stabe verbunden denkt, wobei DE zwar als starre unausdehnbare, aber den» 
noch als mathematische Linie d. h. ohne Schwere angenommen wird, so wird der Stab 
auch noch iu Buhe bleiben, wenn der Anheflnngspnnkt der nnterstiltzenden oder anUiAn- 
genden Kraft von C nach irgend einem Punkt ihrer Richtung, also etwa nach K Terlegt 
wird. Macht man darauf HG=^HA, wodurch auch, weil DE=^^lxAB ist, JG=JB wird 
und schneidet den Stab bei G durch , so wird alles im ungestörten Gleichgewicht bleiben, 
denn die durchweg homogene Masse AG ist in ihrer Mitte H und ebenso BG in der Mitte 
J aufgehängt, und somit in Buhe gehalten. Nun ist 

AC=DE 
also AH==i/xAG='KE 

und BC=ED 

also BJ=^yxBG=^KD, 

mithin wird ^UAGi^/^BG^KElKD 

oder AG:BG=KE:KD. 

Es steliien aber hier AG und BG Theile des massiven Stabs ^ also Gewichte oder Kräfte 
vor, während K^ nnd KD Hebelarme des in K nnterstütsten Hebels sind; sonach eotblU 
diese Gleichung das Princip des Hebels, 

2« 



tcfK Eur BestiiDfliudg der EnUernting if -^ f ) der RichlUD|f dieser R^id- 
tante *) von der Kraft P erhalt man äas 
P:Q=q:p 
{P+Q):Q==(p + q):p oder R : (R—P) = (p + q):p 

also *+« = JiIip«n<'«==7[~rp 

Wir ^drden also Unter allen Umständen für zvv'ei parMlele Kräfte, 
iMgen kie in gieichem oder in entgegengesetztem Sinn wik*ten, die Re- 
l^ultdhtie tAid dejien EVitf^muftg ron defr einen der gegebenen K'räfte finden 
1^5Vinen. V^v fassen hiet* aber den einen speciellen Fall, dass die beiden 
g'egebeneh ^ai'allef^n Kräfte, ^etin sie im entgegenges6tzleh Sinn und 
hiebt auf deni^lbfl!^ Puhkt wiHiel)> einatd^r gleich sind, ganzlich ausser 
Beachtung, da dieser später, im $. 6 noch besonders behandelt wer- 
den soll. 

Wenn man erst kennen gelernt hat, wie man zwei parallele Kräfte in 
ein« Resultante zusammensetzen kaiin, so wird man audi «ehr leicht <&e 
umgekehrte Aufgabe lösen können, nämlich, jede Kraft in zwei paraHete 
Slriti6nki*äRe zu zerlegen. I>enn wät*en z. B. ausser der Kraft fi noch die 
Än1)elUings]pUnk(e der beiden gesuchten Seitenkräfle, also p und q gege- 

Ben, 80 Ifväi^en die«e Kräfte selbst: P=5-^- — und 0=-^ — ; oder wäre 

P+i P + i 

neben R noch eine der andern Kräfte, etwa Q mit ihrem Anheftungs- 
piuikt gegeben» so würde man die andre Composante und deren Anfaef- 

\ungspunkt finden: P=Ä — undp= ^jtj« 

Ferner wird =$ich der Satz von d^r Zusammensetzung zweier paral- 
\dkn Kräfte leicht auf jede beliebige Anzahl ausdehnen lassen. Wenn 
nämlich irgend eine Anzahl paralleler Kräfte P^P^P^..»* gegeben ist, 
welche anf ein System von unter sich fest verbundenen Punkten wirken» 



*) Das Wort Resultante soll im Potg^häefo niclit immer in seinem strengsten ISinn, 
d. h. als Vertreterin der GesammtwirkuMg melii^^r Krafle genommen werden , sondern es 
soll auch darunter, nur der kärzern Ao^spfäclie wegeh, diejenige Kraft verstanden wer- 
kten, wefchre flelch nnd gerade entgegehgeij^ttl der «igentliclren Resultante ist. Missver- 
'tthindniiSBe «utstebn dadurch Ib dier Regel nicht; seilte dieses mögliel) sein, 'so Wird jeder- 
zeit eine n&Lere Bestimmung hinzugefügt werden. 
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SO vereinigt man zuerst P^ und P^ ^^ ^i + ^2 » angebracht in einem 
Biacb den Frttmrn beslimnlen Punkt der Verbindungslinie der Anftefltfngs- 
piiokte der beiden Iräfte P^ unit P, ^ indem man dieseo neuen Pttfiikf mit dem 
Anb^ftutt^pspuDkt der dnlten Kraft P, durch eine gerade Liniie yeriHndet, 
besttmntjnanaQf dieser den AnheiftuQgsponktderResukaQten P^ +^2+^3 ^^ 
Pi+Pj UQ^ ^3 ^ ^- ^* ^* Dadorcfa «rhäU mai» afs Gesammt-- Resultante 
die Summe sämmilicher gegebenen parallelen Kräfte, wol^ man aber 
wohl darauf achtea muss, diejenigen Kräfte, welche in dem> einen Sinne 
iB^rken, als positiv ^ dagegen die ia entgegengQsetztei» Sinn wiriMnden als 
negativ zu aehmen; so da» man also auch sagen kam? dftß Riesul^mfe' 
mehrer paraMen Kräfte ist gleich* dem DebeFschus« der Summ« der 
KffäEe ,. weMie in dem elne^n Sinn wirk«», 6ber die Summe der Kräfte, 
welche in; dem gerade entgegengeselaten Sinn wirfcenv Bar sp^ciefle Paff, 
daBS beide Summen^ einander gleich sind! und nieYA zufällig auf ertfep' att(f 
diwelbeä Pmfct wirken, wo sie sioh dann geradeau* giegen^ eibander he* 
ben, soll hier ebenlaDs , wie sehe» oben» bemerk«, tO» dm gegenwärägeir 
Augenblick unbeachtet bleibe»* 

9in(e< beiläufige Bomcurkupg:,. die im weiAera. Verlauf (tss Unjeihracftuiig^' 
foa Wiobl^eit wird , mag hm atch ihire StcNb finden , de sie sicte mi^ 
Qj^t^M^ar m das Gesagte ankwpft^. Wenn^ mmi ei» ajyitem «oit pentfto^ 
\w KiriftAQ kiHlf welche auf eine: Ve^biodUng^ Ton* Pnnktta wikdleo, ^ 
fiqdet taPA lia.eb< dtm ?onbin' Gesugteo einen gewiisaeni Anieftaingspuifkl^ 
i^j^r Refiidipn.tßi. Qeokt mao^mh nun. die Bfehiungen säitimllioberKfäil^ 
geändert, aber so dass sie in ihrer neuen Lage wieder- aUa unter ekl^ 
ander parallel sind, während die StlrkoL der' eincdben Kräfte, so wie auch 
deren Anknüpfungspunkte ungeändeiH dieselben bleiben, so wird auch der 
Anknüpfungspunkt der Resultanten kiei' dieser geänderten Lage derselbe als 
der 6Ahere seiiiv daiderseU)« nur von dir gegenseitigen; fintiernuttg der la^ 
k|iü{iAui0spuiiittei der einfeetaeni läräfte und Ymt. dem XbrliiUnia» der^SiiOMV 
diefier Kjräfte abhängig ikt Die Resultente gebt aka bei allem mfigDclMV 
Lagen: d6s Systemev wenn die; eimeeiaieiii Kräfte nur st^ untei' einandw 
p^MnUel! aind^ daffdn einen und denseUMHL Puobt.. üiesctf - fiünkH UeiisO dUi* 
llfcittielpttofcit der parallioien Kräifle,. weither eine; ttesoDAasi Bcid^tt^ 
timg erbSIt liei der Unteranchmig flberi (tem Slibmnpiinl^i . 



— 22 — 

S. 5. 
Wir haben in S, 2 gesehn , dass zwei aof einen Punkt wirkende Kräfte 
eine Resultante haben, welche auf denselben Punkt wirkt, und dass deren 
Richtung innerhalb des kleinem, von den Richtungen der beiden gege- 
benen Kräfte gebildeten, Winkels falle, wie aber dieser Winkel getheilt 
wird und in welchem Yerbältniss die Grösse der Resultante zu der der 
beiden Composanten stehe , soll jetzt mit Hilfe des in S» 3. entwickelten 
Princips des Hebels für parallele Kräfte bestimmt werden. 

Es mögen in Fig. VI. die beiden Kräfte P und Q auf den Punkt A 
wirken und es mögen AB und AC die Verhältnisslinien der beiden Kräfte 
sein , so mache man CE= AB uud ziehe BF parallel mit AB, Denkt man 
sich nun in der Richtung dieser Linie in F die Kraft Q' und in B in 
gerade entgegengesetztem Sinn die Kraft Q'* angebracht, beide unter ein* 
ander und auch der Kraft Q gleich, so wird dadurch Nichts in dem 
ganzen System geändert werden, wenn, wie immer, das ganze Liniennetz 
^Is ein starres unausdehnbares betrachtet wird, und wird daher die Re- 
sultante der vier Kräfte P, (?, Q', Q*^ dieselbe sein als die der beiden 
Kräfte P und 0. Denkt man sich nun (was nach $.1. S. 7 gestattet ist) 
die Kraft Q statt in A jetzt in E angebracht, so wirken auf den Punkt 
E die beiden unter sich gleichen Kräfte Q und Q", deren Resultante T 
(nach S. 2. S. 9) QEQ'' halbiren wird. Wenn man ebenso die Kraft P statt 
in A jetzt in B angeheftet denkt, so hat man an den Endpunkten der 
Starren Linie BF die beiden parallelen Kräfte P und Q' wirkend, deren Resul- 
tante S (nach $. 3. S. 15) ihren Anheftungspunkt in D hat, wenn dieser 
die Linie BF so theilt, dass 

BD:FD—Q':P 
^Q\P 
=AC:AB 
ist. Es ist aber ersichtlich, dass D die Spitze eines Parallelogramms ist, 
welches man aus AB und AC, den Verhältnisslinien de^ beiden Kräfte P 
und Q und aus dem zwischenliegenden Winkel A bildet. Hierbei ergibt 
sich ferner, da CE=:AB gemacht wurde, also auch =CD ist, dass die 
Figur CDFE ein Rhombus ist, dass also die vorhin gefundene Richtung 
der partiellen Resultante T rückwärts veriängert dnrdb D geht. Denkt 
man sich nun dies« l^aft T statt in E jetzt in D angeüeftet , so haben* 
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wir ötatt der frühem vier KrAfte P, 0, 0', 0" oder statt der beiden ur- 
sprünglichen Kräfte P und Q die beiden neuen Kräfte S und T, welche beide 
auf den Punkt D wirken, deren Resultante Jt also auch durch denselben 
Punkt D gehn muss. Dieses muss aber stets stattfinden, wie gross oder 
wie klein die Yerhältnisslinien AB und AC auch angenommen werden 
mögen» Die bei den Terschiedenen Verhältnissgrössen entstehenden Pa- 
rallelogramme werden alle dem Parallelogramm ABDC ähnlich sein und 
nach einem, dem so eben angestellten analogen P.aisonnement, wird die 
Resultante immer durch den Angriffspunkt A und durch die gegenüber- 
liegende Ecke des Parallelogramms gehn. Da alle diese Ecken in einer 
geraden Linie Hegen, so haben wir zunächst diesen Satz: Wenn zwei 
Kräfte P und Q unter einem Winkel BAC auf einen Punkt A 
wirken, so trage man auf ihren Richtungen die Verhältniss- 
linien iA, AC ihrer Stärke auf, vollende das Parallelogramm 
ÄBDC^ dann ist die Diagonale AD die Richtung .ihrer Re- 
sultante. 

Aus diesem Satz folgt unmittelbar folgender 

Zusatz: Wenn man die Richtungen AP und AQ zweier Kräfte und 
auch die Richtung AR ihrer Resultante kennt, so wird man sogleich das 
Yerhäliniss der Stärke der beiden Composanten finden können, wenn man 
von .einem beliebigen Punkt D der Richtung der Resultante Parallele DC 
und DB mit den Richtungen der beiden Kräfte P und Q zieht; es wer- 
den alsdann die dadurch abgeschnittenen Stücke AB und AC die Yer- 
hältnisslinien def beiden P und Q sein. 

Um nun auch noch die Yerhältnisslinie der Grösse der Resultante R 
zu bestimmeyn, denke man sich die Diagonale DA über A hinaus nadi 
AM hin verlängert und denke in dieser Richtung und in diesem Sinn 
die ihrer Grösse nach noch unbekannte Kraft R angebracht, so werden 
diese drei Kräfte P, Q, R sich das Gleichgewicht halten und man wird 
jede einzelne von ihnen, z. R. Q, als die Resultante der beiden übrigen P 
und R betrachten können. Verlängert man nun die Richtung der Kraft 
Q über A hinaus nach AN, so wird dieses die Richtung der Resultante 
der beiden nach AP and litf wirkenden Kräfte. Zieht man nun nach dem 
vorhin angeführten Zusatz von einem Punkt auf AN und zwar von G aus, 
wenn beiläufig AG=iAC gleich der Yerhältnisslinie der Kraft Q ist, eine 
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Parallele mit. AM, bo tr^ diesiie i^ AP v^ je^i P^I^t 1^, a^ ^m 4ßt 
difi. fi^ühere un4 auch die jetzige Verb.&Itniaslini^ der K,raft P i^t. Es ^xfd 
aber ferner, wenn man GH parallel mit Aß zi^ht, AH die^ Vert^nijSßlinie 
der Kraft A, sp dass fsicb zu R yerhält, yirie Aß zu 4H, und da Afi^AC, 
und,, wie leicht aus der Constructiop ersichtlich, 4M'^^=^4^ i^^» ^o* 
foljjt 

P:Q:R — AB:AC:AD 
d. h. wir erbalten jetzt folgenden allgemeinen, unter dem Namen des Prio.- 
cips des Parallelogramms der Kräfte bekaimten 

Satz: \^enn zwei auf einen Punkt A wirken^d.e K^räfte. i?' 
und ducch die Verhältnisslinien AB und iC repräsenllrt 
"iyerden, so ^t.ellt die Diagjoi^ale AD: des ^i^s jen^a bei,den: 
Kräften und dem zwis<?henliegend:en Winkel ihrei; (licbtun- 
cen gebildeten Parallelogramms iiBl>C, sox^ohl der Richtung- 
als d^r Grösse nach die Resultante dar.*) 



^) Wegen der Wichtigkeit die^es^ Satzes ap/l hier noch ein ai^dj^r,^ Be- 
weis desselben und zwar, der Hauptsache nach, ebenso wie ihn Poisson in 
feinem Trait^ de m6canique gegeben bat, mitgelbeilt werden. 

Es mögen in Fig. VII. auf den Punkt M in den Richtungen MA und MB 
die beiden gleichen Kräfte P wirken , so wird die Richtung der Resultante Jl 
d|fB^ Liffi/^ 4fi; s^in, welche (nach & 10.) den Winkel AMB'^=^2x^ halbiit, ao 
da^;s A]lfP==SflU\:j=x i^U^ Di^. (frö&i^p (Jei; Re^Uwijtj^ Jj^ ^ir,d offen}|i(r a^" 
hängjjg sein von der ^R^'^^^ 4^^. Comp^^nt^ jp und vq^, den^ Wii^^el Zas, ^o 
dass wir mit vollem Recht setzen dürfen R= F (JP, x). Da JR und P niqljt 
absolut bestimmte Grössen sind, sondern nur, was man auch für eine Mass- 
einheit der Kräfte wählen mag, ihr gegenseitiges Verhättniss dasselbe bleiben 
nmsa^ so folgt, dass^, da in obiger Gleichung die linke Seile vera ersten (^ad 
iq^ ^filug^ Qxd R ijst, ^egei^ ißx er(eir4«|}liQhen Homogeneitj^t einjEus Gleichung», 
auch die rccht^ Sßi^,^ 4jq. ^^^ ? «"f i» dßr. ersffin Fof^fli MftiJ ^js. gfiffein- 
sanxen Factor enthalten muss. 

Hiernach werden wir zu setzen haben: R^s P,f (x)., oder wenn man, 
wie es für gegenwärtige Untersuchung passender ist, f{x)=2.^{x) setzt: 

R=2P.q){x). 

Man kann sieh mm aber jede der beiden Kräfte P-^le die ftesullont«« 
v^f^fiT u^ter. eiz)ao|(^r, glßifii^en. gr^ Q- d^nkan» Vimn. mirdieBttehtnog^ii' die^ 
ser teilen l,et^tern,^ ^ine^r Seitg. Jlfj^- Hn|l. JJf^" w>it Jl^ up4, Jft^^ S^it^ ifß; 
und MR'! m^it SfR gleiche Winkel^ b|lde;i.. Di(?ser, Wickel 4-^4,==; ^4f4; = 



T-ä: ^S -^^ * 

Die gefundene Proportion PiQ^i^^ÄRiAC'AD wird sich mit Hilfe 
geojfi^tris^^i^ Ansohamung ^vch ^9(^, ia eipe «jidre Form bringen Ii^sm; 
da nämlich AB^CD ist, so wird: 



B*MB = BMB** soll % heissen. Alsdann wird man die Kraft R entweder als 
die Resultante der beiden Kräfte P oder als die Resultante der vier gleichen 
(rälte Q betfacbten kdanen. 

Es ist ^er die Kraft P, als Resultante der beiden, gktcben KrIDle Q^ 
nach dem OI)igen offenbar: 

Pa=a<?».9(s), 
also wird: 

Ä=r4 0.qp(x).5p(«>. 

Nun kann man sich ferner di,c beiden Krifte Q, welche in den Dich- 
tungen MA' und MB* wirken, in eine Resultan4e /{'vereinigt denken, deren 
Richtung MD' sein muss und deren Gr^se, analog, durch 

«usgedrfkM wird;. 

Ebenso werden die bei<)eiy ^rftfle Q^ w^üch^ in den Richtungen MA'* 
und MB** wirken, sich in ein§ ebenf|lls nach Mf) gerichtete Resultante Jl'' 
var^ewgepy dei^n Grösse ausgedrückt ist diurd^ 

Da ni^n, i^ber 4 sow9bl> als R* uip4 R!' in. densjMlien RÄchAung ÜA wis-. 
ken, so muss offenbar: 

R^Rl'^R*f 

sein^ woraus sich nach Einsetzu;)^^ der angegebenen Werthe und nach Divi- 
sion durch 2 Q folgende Bedingungsglei^^ung zur Bestimmung der Natur der 
Function q> ergibt: 

^u». kernen vKir after niiA d^r Glei^uini^ 11=7;; 21^^ 9 ^«>, w«tb(nach S; k2^ 
die Resultante R stets kleiner als 2P sein muss, für die Natur der' Euaction, 
noch diese wesentliche Bestimmfin^, ^^ (f ^), sj^l« zwischen und 1 liegt, 
so dass man stets einen Winkel ip. ^jr.d angeben k^nneq, der zwischen 0* 
und 90* liegt, von der Art, dass (f({^^^!=-u^ wiiv). 

^qh S, 10 i^nf) S., 11 wird für diQ, speeiel)^n. Vh\\ii, x^r^fi? ui|d:d;3f60*, 
respeclive jR = ^Pund R^P, also ergibt sach^ i^ Vergleiql), bhI der «11^ 
gemeinen Bedingung i2r==2P.9) (ö;)« beziehlich: 

<)P(x) = qp(0*)=l 

da wir aber g>(x) gleich dem C^^jffus eines, Winkels w gesellt haben, der 
kleiner als ein Rechter ist, so winct entsprecl(eii4 
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P:(?:Ä=CZ):iC:iD, 

oder da die drei letztem Linien die Seiten eines Dreiecks sind, welche 



w=0* 
und IC =60* 
d. b« in beiden Fdlieo 10==^?. 

Wir müssen aber, um weiter schHessen zu können, zunflchst beweisen, 
dass wenn Cur einen speeieilen Werlh von di;=a die Function ^(tt) = co<a 
ist, sich dieselbe Natur der Function för eine ganze Reihe von Werlben des 
X ergibt. Wir setzen deshalb in der aligemeioen Bcstimmungsgletchung 

2g)(x).q>{z) = g) (x—z) +q> (x + z) 
x + z=^a und x — « = 0, so wird: 



m=v 



y(o) + 9 («) 



^\ a / V a 

WO bei der Wurzelausziehung nur das positive Zeichen za nehmen ist, da nach 
einer vorhin gemachten Bemerkung q>(x) stets positif, zwischen und -f" ^ 
liegt. Da nun ^(o) = cofo*= 1 und q)(^a) = cosa angenommen ist, so wird: 



I a \ /l+cosa - 



Hieraus folgt: wenn für irgend einen speeieilen Werth er des Elements 
von q) ix) die Natur der Function q> der Cosinus dieses Elements ist, so fin- 
det dasselbe auch bei halb so grossem Element statt; durch wiederholte An- 
wendung desselben Schlusses erhält man daher allgemein: 



.9'(^)=«'<"(^) 



Setzt man nun für den Augenblick — ~ = ^, wobei wir wissen, dass ß ein 

solcher Werlh des Elements x ist, dass (p (x)=^fp(ßf^=c08ß wird, und 
setzen wir ferner in unsre allgemeine Beslimmungsgleichung x'=^%-=^ß, so 
gibt diese: 

2^f{ß)^^i+(p(2ß) 
d.h. 2co«/?'= l+gp(2/J) 
mithin tpi^ß) ^C082ß 
Hieraus schliessen wir wieder, wenn für irgend einen bestimmten Werth 
ß des Elements x die Natur der Function (p der Cosinus dieses Elements 
ist, dass dasselbe auch beim doppelten Element satt findet und durch Wieder- . 
holung des Schlusses allgemein : 

q> (mß) Ä coitnß 

oder da /J=-^ y^— j«co« — 
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natürlich in demselben Yerbältniss unter einander Stefan, wie die Sinus 
der Gegenwinkel: 



Setzen wir ferner -xz =y, so ist y ein solcher Werlh des Elements x, 

dass 9) (j;) = 9)(y) = co«y ist; und setzen wir nun in der allgemeinen Be- 
stimmungsgleicbung x^s^y^ z.^^y und berücksichiigea dabei, dass (p(^y) 

= 2,y(-J-y)* — l ist, so erhalten wir 

4. y (iy)* — 3 . gp (|y) == eosy. 
Diese Gleichung hat bekanntlich drei reelle Wurzeln: 

(P(iy)^cosiy 

= co* (120» + |y) 
=co5(240*+^y) 
Da aber einer Seils y nie grösser als 90^ -}- y also nie grösser als 30^ 
werden kann und da anderer Seits ^ (x) stels positiv sein muss , so werden 
für vorliegende Untersuchung die beiden letzten Wurzeln keine Giltigkeit ha- 
ben und man erhält den einzigen Werth 9 ( j^ y) = co« |^ y , oder nach Wieder- 

boliing desselben Schlusses g>{ ^ 1 := co^ | ^ ) d.h. nach Einsetzung des 

Werlhes von y: q, ^ :^;^^ ^ ==^ co» \^ ^5-^ j. 

Wir könnten mit Leichtigkeit dieses Raisonnement in derselben Art fort- 
setzen und dadurch noch Potenzen von 5, 7 und von allen möglichen Prim- 
zahlen in den Nenner bringen. Die Rechnung wirklich weiter zu verfolgen, 
wäre überflüssig, es ist hinreichend die Möglichkdl und Ausführbarkeit der- 
selben einzusehn, und wir dürfen sonach geradezu folgenden Satz aussprechen: 

Wenn man irgend einen Werth x:!xa von der Art kennt, dass man be- 
haupte« kann q> (x)^=q>(a) 8«i gleich co«a, so ist auch '9) j -^ np ' gj — -^ ) 

=^ ww ( ft^ o« g« -^ ' « M n*»ö wissen wir aber, ddtss für a?=* 60* dtiQ Function 
9 (80*) wirklich = CO« 60* ist, es wird daher auch für 

2«.3P.59.... 
stets qp (x)=eosx sein. 

Nun werden aber für die willkürlichen Grössen m, n, p, J, .... immer 

MB 

solche Zahlenwerlbe gefunden werden können, dass durch - — -^—= — .60® 

2*.3i'.5«.... 

jeder beliebige Winkel dargestellt wird, woraus man schliessHch folgert, dass 

für jedes x: q> {x)^=cosx. 
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P:Q:R:czünCAD:tfnJkD€:9inDGÄ. 
Da aber 

sin CAD=:$inCÄH 
sin ÄDC=sinBAD=z8inBÄH 
iin DCÄ=:$inBÄC 
so wird auch: 

P: (? : Ä = sin CAH: sin BAH -. sin BAC 



Wenn also zwei gleiche Kräfle P unter dem Winket %x zvX einen Punkt 
wirken, so wird ihre Resultante 

it = 2P,ooia;, 
d. h. sie ist die Diagonale eines auis den VerbäUnisslinien der beiden gleichen 
Kräfte P und dem zwischenliegendw Winkel. 2x gebildeten Parallelogramms 
Qider speciciler Rhombus. 

Hat man nun zweitens zwei ungleiche Kräfte. P und Q, welche (Fig, Vlll.i 
auf den Punkt A, zunächst aber noch unter einem rechten Winkel ifili^ wir- 
ken, so seien AB und AC ihre Verb^ltnissUnien ; msin vollende d;is ParaJllelo-^ 
gramm ABCD, ziehe beidje Diagonalen, zi.^he ferner FG durch A parallel 
mit BC und #F sowohl als C& parallel mit A1>. l^ei dieser Gonstrvctkm 
wird sowohl AFBE als AGCE ein Qjjomhus und maq. wird nach dem Vorigen 
AB oder P als die Resultante der beiden gleiche^ durck AF und AE dar* 
gestellte^ Krfifte und ebenso AC oder Q als. die ResuUante der beiden glei- 
chen durch AG und AE {=iED) dar:ge3tejlten Kräfte betrachten können^ so 
dass wir statt der beiden Kräfte P und Q jetzt die. vier Kräft/B AF, AE, AG 
und AE (oder ED) haben. Da sich aber die. bjeiden. Krä(]le AF und Aß uur 
mittelbar gegen3eiti^ aufheben, so reducirt. sich die g^o^e Wirkung auf AE+ 
AE (oder Efi) d. b» auf 2.AE oder AP, welche;» die Dia^on^le de3 von P 
i^nd Q gebildeten Parallelogramms ist. 

Hat niian eqcflii^h drittens (Pi^. M.) zwei nngl^He KVIflePund'Q», vel^ 
che unter einem beliebigen Winkel MAN auf den Punkt A wirken, so seien 
AB und i^? ihre Venhältnisslinieu; man vollende d^s- Parajlelp^r^mmi ABD€l 
ziehe die Diagonale Aß, läjl^.. auf sie die,Pe.i:pen4ikel CH^. BJ uf)d Tiß\\^ a^ch. 
FG senkrecht auf AD, endlich sei noch CG und BF parallel mit AD, Bei 
dieser Gonstruction wird man nach dem soeben Eqtwi'ckelten AB oder P als 
die Resultante von AF und AJ und AC oder Q als die R^suUanter V4^ A& 
ufid AH, (r=JiP) betracblleD. konofen, so dass die beiden Kräfte P vud 6 durch 
die vier Kräfte AF, AJ, AG und AH (=JD) ersetzt sind. Da sich aber hier- 
von die b^ide!n Kräfte iF und AG geradezu gegenseitig aufheben, so bleibt 
als Resiijtan^e »Mr AJ'\rAß (^JD), odi&r AD, d, h.. diet O^g^naU dß* aus, P 
und Q gebildeten Parallelogramifts., 
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di h. wmn ^rA «uT dneh Punkt Wirkende tlr^te P, '0, K sich das Gleicb- 
g^Wieht balt^n, so mrd die TerbSltiris^iJaflföige Stärke einer jeden von ih- 
•BCMI 'durch deA 'Sinus des Whkeli^ reprSscfnti^t, den die Richtungen der 
l^eiden andern KrSTtiB xtiifeit^nd^r bildeti. 

Auch ei^greht sidi hierbei noch leicht, wenn n^an von den Endpunkten 
4t unjl € d^r beS^en Con^py^sahten Perpendikel B3 tiAd (^ auf die Re- 
sufumt« il^ fillt-, so mM AWse AD±^AJ+JD 

= AS^ AK 
ndh isi)!^ ah^r iJF ulfrf ilT die senkrecfateä Pt*ojectioheh von iJ^ und AC 
auf (tte Diagonale iD und miin kartVi daher auch ^es'e A'usdrucksweise 
wählen: Die Resultante zweier Kräfte ist gleich der Summe der senkrech- 
i€fn Projecti'Ofien d<er %eiden Compo$anlen dttf die ^idhlung der erstem. 

Mt obige ^reitheilijge Projportion liefert auch, wfehn inan sie ih zwei 
utreilh^iie auflöttt: 

i!»:«=iJtH CAB: «^ BCA * s^ CAD igiHBAC 
C:R^ sin ABC : sin BCA == sin BAB : sin BÄti 
tvoratts : 

^in CAB 



P»« 



Q^R. 



sin BAC 
9in BAD 



ßin BAC. 

Tritt hierbei der specielle Fall ein, dass der Winkel BA'C irwis^iheh 
den Richtungen der beiden Coli^osantea ein rechter ist^ »o ist dessen 
Sinus := 1 und die beiden Winkel CAB und BAD werden CoMpiementar- 
Winkel; dann kann man di^e Werihe So schreiben: 
P==il.co«BiD oder P=R.^nCAD 
Q=iR.HnBAB Q-R.tosCAB. 

Mmf^^n imii ihäh nkfärlich , mit Bilfe desselben Satzes vom Pa- 
mltologrttintti dfer Krtfte , jede gegöbehe Krrft in z^ei Seiterikrafte zer- 
lögen könttteris weiÄ *e Ridrtdn^h deli^ölb^ Vör^eSöhrfeben sind. 

Pern^fer ^ii*d man jedie belüe^bigfe ÄnzaM ^ofa Kräften, die ih einerlei 
eb#äie. auf fenen Ptankt wirkth, fn eihe «fihzige Kf-äft vereinigen können, 
ittd^m tnaft zU^firt dfe Resultante ^et* ei'sten und zWeiCen lETraTt sucht, 
iscMlaiia ^^ ftesültobte Intt d%r dritte K^ 'v^^^idf^t ü. s. w. f. 

Mall irfiNi au4 eihe ^efidrigid Ali2^hl von Ki*äftfen, diö Uäch beliebigen 
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Richtungen im Räume, aber alle auf eioea Punkt wirken, nach dems^Ibfip 
Satz vereinigen können. Denn da z. B. die Richtungen der ersten nod 
zweiten Kraft sich in dem einen, im gemeinschafUicben Angriffspunkt 
schneiden , so wird man sich durch beide eine Eben^ gelegt denken kOnr 
neu, in welcher dann auch leicht die Resultante und zwar durch den- 
selben Angriffspunkt gehend construirt werden kann. Durch diese Resul- 
tante und die dritte Kraft darf man sich dann wieder jejne Ebene gelegjt 
denken und hierin wieder eine neue Resultante, u. s. w. f. 

Auch umgekehrt wird man irgend eine gegebene Kraft in eine belie* 
Lige Anzahl nach vorgeschriebenen Richtungen wirkender Kralle zerlegen 
können. 

Diese in den letzten Sätzen angedeutete Zusammensetzung und Zer<- 
legung der Kräfte hat aber offenbar etwas Zerfahrenes und Ungeregeltes 
an sich, und um dieses zu vermeiden, ist man, weil es sich um rdusH 
liehe Verhältnisse handelt, auf die gebräuchlichen rechtwinkligen Coordi- 
naten-Systeme zurückgegangen. 

Wenn irgend eine Kraft P ihrer Grösse und Richtung nach gegd>en 
ist, so muss die erstere Eigenschaft durch eine begrenzte Verhältnisslinie 
(im Verhältniss zur präsumirten Maass-Einheit der Kraft) und die zweite 
durch die Winkel a, ß, y^ welche die Richtungslinie mit drei rechtwink- 
ligen Coordinatenaxen bildet, bestimmt sein. Nimmt man nun Fig. X. 
den Anhefbingspunkt der Kraft zum Anfangspunkt des Coordinaten-Sy- 
stems (was unter allen Umständen geschehen kann, indem man eventuell 
durch einfache Hinzufugung von Constanten zu den Coordinaten das ur- 
sprünglich gewählte Coordinaten-System in ein durch den genannten An- 
heftungspunkt parallel gelegtes umwandeln kann) und legt man alsdann 
durch den Endpunkt ji der Verhäitaisslinie der Kraft P drei Ebenen, die 
parallel mit den Coordinaten-Ebenen sind, so wird P die Diagonale eines 
Parallelepipedums, dessen drei in einer Ecke zusammenstossenden Kanten 
OBy OC, OD=sP.cosa, P.cosßf P.cosy sind, wenn a, ß, y dierespecti- 
ven Winkel der Diagonale P mit den drei rechtwinkligen w, y^ z Axen 
bedeuten. Denn wenn man von A das Perpendikel ÄE auf die xy Ebeoie 
fällt und EO und AD zieht, so ist OA Diagonale in dem ParaUelogramoi 
AEOD und kann also als Resultante zweier durch OD und OE dargestellt 
ten Kräfte betrachtet werden» weiter ist aber puch Ofi jpiagenale ,in dem 



— 3(1 — 

Parallelogramm OBEC und kann wieder als R^sultaate zweier durch OB 
und OC dargestellten Kräfte angeselin werden, so dass OA die Resultante 
der drei rechtwinkligen Kräfte OB, OC, OD oder Pcosa, Pcosß, Pcosy ist. 

Wirken nun auf den Punkt mehre Kräfte P|, P,, P^i , deren 

Richtungen mit den Coordinaten*Axen die Winkel a, /}, / mit dem betref- 
fenden Index bilden, und denken wir jede dieser Kräfte auf die so eben 
angegebene Weise in drei rechtwinklige Seitenkräfle zerlegt, so erhalten 
wir in den Richtungen der drei Axen folgende Kräfte: 
in der o^Axe: 

P|COsa|, Picosa^y P^cosa^, 

in der ^^Axe: 

Pl COSßi, P, C09ß2, P, co»/?3, 

in der ^^Axe: 

P|COsyi, P^cosy^^ PjCosyi, 

In jeder Axe kann man die Kräfte, da sie alle in derselben geraden 
Linie wirken, durch einfache Addition in eine einzige vereinigen, wobei 
sich die in dem einen Sinn von denen in gerade entgegengesetztem Sinn 
wirkenden unmittelbar durch das gehörige Vorzeichen unterscheiden wer- 
den, wenn man nur darauf achtet, die Neigungswinkel a, ß, y immer in 
gleicher Weise von 0® bis 360® zu zählen. Hierdurch erhalten wir drei 
nach den drei rechtwinkligen Axen gerichtete resultirende Kräfte, deren 
gemeinsamer Angriffspunkt der Anfangspunkt der Coordinaten ist und die 
wir durch X, F, Z bezeichnen wollen. Wenn man aus diesen, als Kan- 
ten betraditet, ein Parallelepipedum construiH, so wird die Diagonale des- 
selben, die A heissen mag, ihre Resultante sein und somit zugleich Re- 
sultante sämmtlicher ursprünglich gegebener Kräfte P. Bezeichnet man 
nun noch durch cty ß, y ohne Index die unbekannten Neigungswinkel die 
ser Resultante R gegen die drei Axen, so hat man offenbar: 

Y=zR.€o$ß 
I Z^=^R.ceS'y 

woraus man durch Quadrirung und Addiniiig erhält: . 

R^ieosa^+co8ß^ + cosy^)»X^+¥^+Z^ . 
oder, da bekanntlich C08a^+C08ß^ + c$sy^f>=^ly^ weil o, /?, / die drei 
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Winke! siiM, weldhe eim gelrade Linie nrit drei re^btWiUü^eii Cot>Mi- 
naten-Axen biMet: 

welches die GWisse der fiesuitsmt« R >giebU Die Winkel derselben mit 
4en Axen erfallt raan alsdann ans den vorigen drei GMcbüngen 

X I 



* Vx' + y^+iZ^ 



^ y 



z z 



Ä VX*+F*+Z* ' 

Auch erhält man, wenn man dieselben vorigen drei Gleictningen der 
Reihe nach mit cos er, eosß^ cosy mulliplicirt und dann addirt 

X.cosa + Y. cosß + Z. eosy^R . {co$a^ + cosß^+cosy^) 
oder wegen der vorhin genannten Bedingungsgleichung: 

A^X.cosa + Y.cosß + 2. cosy 
d.h. die Resultante ist gleich der Summe der rechtwinkligeh jf'röjectiohen 
der drei Composanteh auf die Ricbtung der Resultante. 

Diese ganze Entwickelung fst natürlich auch anwencfbar iauF Kräfte, 
welche nur in einer Ebene wirken. Nimmt man diese atsda'nn zur 
a;^^ Ebene, so hat man in den bisherigen Formeln nur alle y gleich 00* 
zu setzen, wodurch deren Cosinusse verschwinden, was au(ji ^=^0 giebL 

Wn* haben in $.4 (S. 10) angemerkt, dafts drei ubter efaainkh*ipfl. 
rallele Kräfte Pi, 4), R/m Gleiebgewidit «ind, wenn Jt=F+(? und P.f 
^Q-qh 'wobei P tfnd Q ih «inerfei Sina tmdH in gerade ealgegeagesMz- 
t«m SiMi wirken und p u!nd q die resp^ctiveb seokreebte« odär schief- 
winkligen Entfdmafagen des Anheltongspunkts der Kr^ftfi von 4bü Ridi- 
tungen der beiden andern Kräfte kedeuten* -Es wurde ferner bemerkt, 
dass jede dieser drei Kräfte, z. B. Q, '«is di^enig^ betrachtet werden könne, 
welche der Wirkung der beiden andern des Gleichgewicht hält. Es fand 
sich zu deren vollständiger BeafimitoulBgi, wobH -man 'also P und iR und 
deren gegenseitigen AbslafM f dto gegeben an«ab{, idradioh ihre Grösse 

Qt^—P 



*»,< 
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und die Entfernung ihres Anheflungsponkte von der Bichtpng der Kraft R 

P.p 

Wir haben dort den speciellen Fall B^=^P ausdrucklich ausgeschlos- 
sen und dieser soll jetzt einer genauem Betrachtung und Untersuchung 
unterworfen werden. Wenn wir für P einen fest bestimmten unveränder- 
liehen Werth annehmen , das R aber uns im Zustand der Variabilität den- 
ken, und wenn wir dann den Werth dieses R immer mehr und mehr dem 
Werth des P sich nähern lassen» so sehen wir, dass die Resultante Q im- 
mer kleiner, die Entfernung q aber ihres Anheftungspunkts immer grösser 
wird, bis endlich bei R gleich P, die Resultante 0=^0, die Entfernung 
{ aber unendlich gross wird. Hier eQtsteht die Frage, wie soll man die- 
ses deuten? Entweder könnte man daran denken, dass die beiden glei- 
chen Kräfte R und P sich geradezu das Gleichgewicht halten; dagegen 
spricht aber, dass nur zwei in gerade entgegengesetztem Sinne wirkende 
Kräfte einander gleich sind und sich aufbeben, wenn sie in einerlei 
Richtung wirken, was im vorliegenden Fall nicht zutrifft, da wir ausdruck- 
lich eine Entfernung p der Richtungen beider Kräfte angenommen haben. 
Oder zweitens, jenes Rechnungsresultat könnte andeuten, dass der Wir- 
kung der beiden gleichen Kräfte A und P nicht durch eine einzige Kraft 
das Gleichgewicht gehalten werden könne. Und dieses ist in der That 
das Richtige. Denn bezeichnen wir die beiden gleichen Kräfte mit einer- 
lei Buchstaben P nur mit hinzugefugten verschiedenen Vorzeichen und neh- 
men wir an, es wäre möglich für sie eine einzige Resultante Q, die in 
irgend einer gewissen Entfernung q angebracht ist, zu finden, so dass 
also zwischen +P, — P, +Q Gleichgewicht stattfände, dann wird ebenso 
auch, da bei dem System der beiden Kräfte +P, — P nach beiden, nach 
der positiven wie nach der negativen Seite hin Alles vollkommen symme- 
trisch und idemisch ist, die Kraft — 0, in derselben Entfernung q wir- 
kend, eine Resultante für +P und — P sein müssen, so dass auch +P, 
— P, — im Gleichgewicht wären. Nehmen wir nun zunächst das er- 
stere an, dass +P, — P, +0 im Gleichgewicht seien, so wird dieses 
offenbar nicht gestört werden , wenn man in derselben Entfernung ( di« 
beidkn sich selbst vernichtenden Kräfte +Q und — Q hinzufügt, so dass 
die fünf Kräie +P. — P, +0, +0» —Q im Gleichgewicht bleiben. 
IL 3 
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Nun "Wurdto aber vorhin angemeilU, dass unler der gcmaditen V«*au»» 
Setzung sich auch +P, — P, — Q das Gleichgewicht halten, wodurch 
dann die beiden in einerlei Sinn wirkenden KrSfte +Q, +Q sich gegen- 
seitig aafbebefi mflssten, was offenbar nicht möglich ist. Es wird dess- 
hath nie eine einzelne Kraft geben können, weiche der Wirkung der bei^ 
den Kräfte +P, — P das Gleichgewicht hält; es gibt »her stets deren 
zwei, welche das Erforderliche leisten. ^— Bevor wir dieses beweisen, mö- 
gen zur Abkürzung im Ausdruck folgende Benennungen hier angemerkt 
werden. 

Zwei Kräfte +P, — P, welche unter einander gleich, in parallelen 
itichtUDgen , in gerade entgegengesetztem Sinn , aber nicht auf einen und 
denselben l^unkt wirken, werden von Poinsot une couple (Koppel) 
genannt, im Deutschen hat man noch nicht einen ganz allgemein ange- 
nommenen Namen* dafär, entweder heissen sie ein Kräftepaar oder 
Parallelpaar oder schlechthin Paar. Die senkrechte Entfernung p der 
beiden Kräfte nennt man den Hebelarm des Paars oder seine Breite; 
und das Produkt P.p, aus Kraft und Hebelarm, das Moment des Paa-^ 
res. — Als Winkel, unter welchem die Kräfte auf den Hebelarm wirken, 
soll stets der rechte angenommen werden, obwohl jeder andre ebenso 
zulässig -wäre. — Was die Natur der Bewegung betrifil, welche ein Kräfte- 
paar dem Körper, an welchem es wirkt, mittheilt, so ist augenscheinlich, 
dass es keine geradlinige oder in einer bestimmten Richtung hin fort* 
strebende sein kann, weil ihr sonst durch irgend eine einzelne Kraft 
müsste entgegengewirkt werden können. Um sich irgend eine Yorstellung 
von der Natur der erzielten Bewegung zu machen, denke man sich auf 
der Ebene des Paars zwischen den beiden Kräften auf dem Hebelarm ste- 
hend und das Auge nach der einen von beiden Kräften gerichtet, so wird 
diese zu streben scheinen, den Körper, an welchem das Paar wirkt, nach 
der rechten (oder linken) Seite hin zu drehen, und wenn wir uns so 
umwenden, dass unser Auge nach der andern Kraft gerichtet ist, so wird 
auch diese ebenfalls streben den Körper nach derselben rechten (oder lin- 
ken) Seite hin zu drehen. Man sagt dann, das Kräftepaar habe einen 
Sinn zum Drehen von der Linken zur Rechten (oder von der Rechten 
zur Linken). Diesem gemäss spricht man auch von Paaren, de einerlei 
oder entgegengesetzten Sinn haben. Man muss sich ' Uerlei aber wohl 
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faGten, an tint ifirkticli effectuirte Drebting zu denken; denn dazu wfirde 
neeh ein sehr w<isentlicher Umstand, nämlich die Pixirung eines Punkts 
gehören, um welchen die Drehung stattHnde. 

Wenn wir nun auch nicht die eigentliche Natur der Wirkung eines 
Parallelpaars definiren können, so wissen wir doch sicher, dass es irgend 
eine Wirkung ausübt, weil wir im Stande sind, durch Hinzufugung andrer 
Kräfte Gleichgewicht herzustellen. Als Fundament hierzu kann man fol- 
genden Satz aufstellen: 

Satz. Wenn ein Kräftepaar (+P, — P) und in derselben 
Ebene an irgend einer beliebigen St-elle eine einzelne Kraft 
Q (welche nach dem Frühern nie im Gleithgewicht sein können) gege-^ 

ben sind, so lässt sich immer eine solche Linie }= ■■■ * - 

finden, dass das Kräftepaar (+tf> -^Q) ^n dem Hebelari» f 
dem ersteren Kräftepaar das Gleichgewicht hält. 

Beweis. In Pig. Xl. sei das Kräftepaar (+P, — P) dn dem Hebel- 
arm AB<=tp und die KreifC +Q in dem Punkt C gegebea. £s wird be*- 
baupteti dass es auf AB einen solchen Punkt E gebe, dass, wenn man 
«ron ihtl eis Perpendikel CF» g auf die Richtung der Kraft +Q fällt und 
auch in ihm eine Kraft — Q parallel mit +Q anbringt, die vier Kräfte 
-f-P, — P, -f ö, —0 im Gleichgewicht sind. 

Man yedängere die Richtung der Kraft Q, bis sie AB in dem Punkt 
D ilchneidet* Hierhin kann man sicAi die Kraft Q übertragen und dann 
in die beiden Kräfte +T, ■*{-S zerlegt denken« Die beiden an den End* 
punktiMi von AD wirkenden Kräfite +P und +S werden sieh in eine 
einzige Kraft + (P + S) in dem Punkte M vereinigen^ wenn dieser letz- 
tere so liegt, dass P.AUotS.DM 'M* Wenn man nun einea Punkt E 
so wählt, dass S.EM^P.BM ist und in E die Kraft — S anbringt, so 
werden sich die an den Endpunkten von hE Wirkenden Kräfte — P und — S 
in eine einzige^ in demselben Punkt M wirkende Kraft *— (P +.iS) vereiiH^ 
gw , wekiie offenbar der vorige Kraft + (P + <S) das Gleichgewicht hält 
Bringt man ni» no«h in E die Kralt *-7, gleich und gerade entgegen- 
%e^tMiX der in D erfcalteDen iweiten C<)«npefsaniefi von an, so leuchtet 
ein, dass die sechs Kräfte + P, -^P, *^T, *-^T'i +Ä, —5 im Gleich«- 
gewicht sind; oder wenn man sowohl in* jB aij^ in i) die beiden Seiten- 

84< 
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kräfte T unfl S in ihre ursprüngliche Mittelkraft Q Tereioigt und die in 
D angebrachte nach F überträgt, dass die beiden Kräftepaare (+P, — P) 
am Hebelarm ÄBssp und (+(?i — (?) am Hebelarm EF=:q sich das 
Gleichgewicht halten. Um die Linien DE und EF näher zu bestimmen, 
addiren wir die beiden vorhin benutzten Gleichungen: 

P.AM=:S.DM 

PmBM^=^S »EU 
wodurch wir erbalten: P.ABt^ S.DE. 

Wenn wir aber für einen Augenblick den Winkel EDF durch er be- 
zeichnen, so ist S=Q.sina 
und DE.sina = EF 
also S.BE.sina=Q.EF.sina oder S.DEtszQ.EF, mithin: 

P.ÄB=zQ.EF 
oder endlich P.p = (?.j. 

Da der hier erhaltene Werth q= - ' ^ - ganz unabhängig von dem 

Anheftungspunkt und der Richtung der Kraft Q ist, so wird es vollkom- 
men, gleichgültig sein, wo und wie die Kraft Q gerichtet ist, wenn sie 
nur in derselben Ebene mit dem Kräftepaar (+P, — P) liegt. Wo und 
wie also das Kräftepaar (+0, — Q) mit dem Hebelarm q in derselben 
Ebene liegt, wenn es nur in entgegengesetztem Sinn zu drehen strebt 
als das Kräftepaar (+Py — P) an dem Hebelarm p, so hält es diesem 
das Gleichgewicht. Dieses heisst doch aber nichts Anderes als: Ein 
Kräftepaar kann geradezu an jede beliebige Stelle seiner 
Ebene und in ganz beliebige Richtung gebracht werden, 
stets übt es dieselbe Wirkung aus. 

Ferner wird man aber auch für jede beliebige andre Kraft Q* einen 

P.p 
zugehörigen Hebelarm q' =: -—- finden können , so dass das Kräftepaar 

(+Ö', — ff) an diesem Hebelarm g' dem Kräftepaar (+P, — P) an dem 
Hebelarm p das Gleichgewicht hält. Es wird daher das Kräftepaar (+(?S 

— Q') am Hebelarm q' dieselbe Wirkung haben, als das Kräftepaar (+0» 

— Q) am Hebelarm q. Die wesentliche Bedingung aber, woraus ier be- 
treffende Hebelarm bestimmt wurde» war 

P.p = Q.q 
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and wird hn zweiten Fall analog sein: 

worans sich ergibt: 0*7« (?'•(' 
oder dieser Satz: 

Zwei Kräftepaare, die in einerlei Ebene und in einerlei 
Sinn wirken, sind einander gleich, wenn ihre Momente 
gleich sind* 

Hieran knflpfen sich unmittelbar mehre wichtige Folgerungen. 

1) Wenn man in einer Ebene zwei KrSftepaare (+P, — P) am Hebel- 
arme AB^p und (+P, — P) am Hebelarm CD^ssp*, also beide von 
gleichen Kräften aber Terschiedenen Hebelarmen , dabei in gleichem Sinne 
wirkend hat, so wird man (wenn in A und C die positiven, in B und D 
die negatiyen Kräfte wirken) nach dem Vorigen das zweite Kräftepaar so 
verlegen können, dass C in B fällt und die beiden Hebelarme eine ge- 
rade Linie AD=p+p' bilden; in dem Punkte B wirken aber dann zwei 
gleiche und gerade entgegengesetzte Kräfte, die sich mithin geradezu auf- 
heben, so dass in A die Kraf) (+P) und in D die Kraft (+P) an dem 
Hebelarm p + q flbrig bleiben , welche in ihrer Verbindung die beiden 
Paare ersetzen. Das Moment dieses neuen Paars ist aber P.(jpH-pO oder 
^P,p + P.p^ d.h. gleich der Summe der Momente der beiden einzelnen 
Paare, wodurch sich, wenn wir dasselbe Raisonnement auf mehre als 
zwei Paare in analoger Weise weiterführen , folgender Satz herausstellt : 

Wenn mehre Kräftepaare, welche alle gleiche Kräfte 
aber verschiedene Hebelarme haben, in einer Ebene gege- 
ben sind, so ist die Gesamm twirkung aller gleich der Wir- 
kung eines einzigenKräftepaars, an welchem dieselbe Kraft 
wirkt und dessen Hebelarm gleich der Summe der Hebel- 
arme der einzelnen Paare ist. — Das Moment des resulti- 
renden Kräftepaars ist gleich der Summe der Momente der 
einzelnen Paare. 

Sollten unter den gegebenen Kräftepaaren einige in entgegengesetztem 
Sinn zu drehn streben, so ist leicht ersichtlich , dass deren Hebelarm als 
subtractiv auftreten, so wie auch ihre Momente negativ sein werden. 

2) Wenn man in einer Ebene zwei Kräftepaare (+P, — P) am 
Hebelarm ABsrp und (+P', —PO a™ Hebelarm CD:=p, also beide 
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von verochiedenen Kräften aber gleicben H«h^r«ifQ , d9b$\ i» ^^iflfm» 
Sinn strebend hat, so wird man das «weit« Pa«r so verlegen können, 
dass CD mit AB zusammenfällt, wobei sieb djina die Kräfte P* iiii4 P*' 
ohne Weiteres zusammenaddiren. Man erhält dadurch ein KrälU|Niv von 
(Jem^elbeQ Sebelajrm p und ein^r daran wirkeadea Krafti welch? die 
Sqmipd der Kräfte der beiden gegebenen Paar^ iaU Das Moment die- 
ses neuen Paares ist (P'+P")»P oder =sP'.p + P".j> d.h. gleicb der 
Summe der Momente der beiden einielne» Paare. Hieraus ergibi sich 
dnrcli ejjalacbe Erweiterung folgender Satz: 

Wenn mehre Kräftepaare von vers<hie<ten.en Krältea 
aber gleichen Hebelarmen in einer Ebene» gegebem siad, so 
FSt die €^esammtwirkung aller, gJeich der Wirkung einea ein* 
«igen Kräftepaars mit demselben Hebelarm, wihre^nd aber 
die daran wirkende Kraft gleich der Sugime der Krifte der 
einzelnen Paare ist« -^ Das Moment des rerult.ireiid,en 
Kräftepaars ist gle^ich der Summe der Momente der einzel- 
nen Paare, 

Wegeai^ der Kraßepaare, die in entgegengesetztem Sinn wirken, gik 
diaa Analoge, was bei Mum. h bemerkt wurde. 

ä) Wenn man zwei Kräftepaare (+P, — r P) am Hebelarm, j und (+0> 
-^0) am Hebelarm q^ von verschiedenen Kräften und verschiedenen H($bei-^ 
armen bat» so kann mau das eine derselben, z. BL (+(?^^Q| aim Qebel- 

arme q in ein anderes (+P, — P) am Hebelarm ^^ vin^andeld, da 

wir oben gesebn haben, dass Kräftepa^re einander gleich sind, wenn ihre 
Momente gleich sind. Dadurch erhalten wir nun zwei Kräftepaare VQn 
gleichen Kräften aber verschiedenen Hebelarmen, die sich nach Numt. K 
zusammensetzen. Hieraus folgt dann endlich diaser Satz; 

Mehre Kräftepaare in einer Ebene von belieb-igan Kräf- 
ten und beliebigen Hebelarmen lassen sich stets in ^ineipr 
ziges Paar zusammensetzen und zwar wird von diQsem nur 
die eine Bedingung erfordert, dass sein Moment gieiqb ist 
der Summe der Momente der einzelnen gegebenem^ Paare^ 

Auch hier gilt in Be:(ug aul Kjräftepaare von entgegengesetfleni Sinn 
dieselbe Bem^rkuii^r) ^ie bei den beiden vorigjen Numm^H'n. 
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Vltmt na» min zw€i Kräftepaare (+P, -^P) a» d«ai Hebelarin p 
und (+P', —PO an dem Hebeiann p' bal, so i^erhaUe sich P:P'=2«i:m^ 
und pif'^Bii:»^ 80 da8»P eine gewisae Einheit d^r Kraft mmpaly P^ aber 
m'mal und p eine gewisse Längeneinheit mnali f' aber nmal eatbatte*); 
aladano imn man daa Kräftepaar (+P, — P) an deia Hebelann p» nach 
der erat^B der dsei Torigto IVunmern, betraehten ab die Summe ?ett 
n Kräftepaaren mit derselben Kraft P an einem Hebelarm^ der dioLäogeli- 
einheif iift, uad darauf windet jedes der ao erhattenen »Paaret, nach der 
aiveken der drei ¥orifi^n Nummern aU die Summ^ veit mKräflepaareB, 
an welchen die Einhalt der Kraft a» einem Hebelann gleidi def liädgad'» 
einbeit, wirkt, so dass man im Ganzen m.n solcher Paare erhält, deren 
Gesamnitwifkung gleich der des gegebenen KräAepaars (+P) *^P) am 
Hebelarm p ist. Auf demselben Wege ergibt sich, dass die Wirkung dies 
zweiten Kräftepaars (+P', — P*) am Hebelarm p* gleich ist der m'.n' fa- 
chen Wirkung eines gleichen Paars, an welchem die Einheit der Kraft 
an einem Hebelarm gleich der Längeneinheit wirkt. Daher werden sich 
die Wirkungen beider gegebanen Paare zu einander verbaltea 
wie nmin^ni oder nach der angencimmenita Bedientunf von m und n, •• 
wie P.p'rP^^p' oder wie ihre Momente. Setzen wir ntm P' gleich 
der Einheit der Kraft utid p* gleich der Einheit des Längentnaasses, so 
wird das zweite Paar die Einheit der Paare und man wird seine, der in- 
nem Natur nach unbekannte, Wirkung als die Einheit der Wirkungen 
aJUer Paare betrachtos können. Hiernach geht aber die* genannte Prepar* 
tien itt fixende ober: ' '\ 

Wirk, des 1. Paar.: Einheit d; W. =;: P.p:l 
oder: die Wirkung eines Kräftepaars (+P, — P) am Hebelarm 
p ist gleich P.p d. h. gleich dem Moment des Paares oder 
gleich dem Product aus Kraft und Hebelarm. Hierbei mus» man 
naturlicb das Product von P und p in demselbeu^ Sinn nekmen> wie ma» 
ea State baiin Product von benannten Grlisaen* thut, nänlicb die einsel* 
neu Factoren geme^seti durch ihre bezüglichen Einheiten, so diaiss sie 
eigentlfcb unbenannte Zahlen werden. 

Für die letzten hier aufgestellten Sätze lässt sich auch leicht eine 



*) Wegen der Comfnensurabilit&t oder. Jncommensarabilität siehe die Anm, auf S. 15. 
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andre gehr gebräudiliche Aussprache finden, die nach dem Durchgespro- 
chenen keine weitere Rechtfertigung erfordert: 

1) Krdftepaarevon gleichen Kräften und ungleichen Hebel- 
armen verhalten sich zu einander wie ihre Hehelarme. 

2) Kräftepaare Ton gleichen Hebelarmen, aber verschie- 
denen daran wirkenden Kräften, verhalten »ich zu einander 
wie diese Kräfte. 

3) Kräftepaare von beliebigen Hebelarmen und beliebi- 
gen daran wirkenden Kräften verhalten sieh zu einander wie 
die Producte aus den Kräften in ihre Hebelarme*). 



*) Moebios bat in 8ein«m y,Lehrbacb der Statik" eine andre Art der Zeicbnang 
und aacb der Bezeichnung för ein Krftftepaar angenommen, als die nreprüDglich tob 
Poinsot in seiner ,,Statiqne" gewählte war. Letzterer zeichnet z. B. Fig. XIL den Hebel- 
arm ABf trägt an dem einen Endpunkt A die Verh&llnisslinie AC der wirkenden Kraft nach 
unten gerichtet an und nennt diese -|-P, und an dem andern Endpunkt B eine mit AC 
gleich lange Yerhältnisslinie BE derselben KraA nach oben gerichtet an ond nennt diese 
— P; Moebios dagegen zeichnet die erste KraA ebenso nach nnten and nennt sie AC, die 
zweite aber zeichnet er im zweiten Endponkt des Hebelarms (da es ja an sich gleich- 
giltig ist, ob eine Kraft in B oder in irgend einem andern Punkt s. B. D ihrer Richtung 
angebracht wird) ebenfalls nach unten, nennt sie jedoch DB, indem er bei der Bezeich- 
nung der^ eine Kraft reprüsentirenden Linie stets diese Anordnung der Buchstaben fest- 
hftlt, dass derjenige Buchslabe, welcher den Anheftungspunkt der Kraft bezeichnet, Tor- 
anstebt^ während der zweite die Hichtung und Seile angibt, nach welcher hin der An- 
heftungspnnkt bewegt werden soll , so dass also z. B. BD und DB zwei gleiche und in 
gerade entgegengesetttem Silin wirkende Kräfte bedeuten. Bei dieser gewiss sehr viel 
Zweckmässiges darbietenden Bezeichnung erhält maii von dem Ausdruck' Moment eines 
Kräflepaars unmittelbar die sinnliche Anschauung, dass es den Flächeninhalt des Parallelo- 
gramms ABCD bedeutet, wodurch die Beweise vieler Sätze sehr erleichtert werden und 
wodurch Moebius auf äusserst interessante geometrische Relationen gekommen ist. Aber 
dennoch schien es mir dem Zweck der gegenwärtigen Schrift angemessener, die Bezeich- 
nung von Poinsot beizubehalten, da es mir schneller und leichter Terständlicb zu sein 
scheint, wenn man von einem Kräftepaar i+P, —P) an dem Hebeiarm p' spricht, als 
wenn man es durch AC und DB bezeichnet, wobei man nothwendig erst in die Figur 
sehn muss, um den Sinn davon zu erkennen und ausserdem doch noch die Breite Aiff des 
Parallelogramms angeben muss. 
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Bisher heben wir stets angeBomineii , dass die ibit eiaaider li Ter- 
gleichenden Krdfkepaare in einerlei Ebene liegen. Gehen wir nun aber 
weiter und denken uns zunidist Fig. XUL zwei unter einander parallele 
Ebenen MN und (/F, so möge in der erstem das Parallelpaar (+P, — P) 
an dem Hebelarm ÄBs=p gegeben sein. Nimmt man alsdann in der zwei- 
ten Ebene an irgend einer beliebigen Stelle die Linie CD gleich und pa* 
rallel mit AB ^p an und daran wirkend die Kräfte (+P, —P*),. wobei 
F 3= P, sein soll, so läs«t sich zeigen/ dass die Wirkung dieses letztem 
Kräftepaars die des erstem ersetzt. 

In der That, wenn man zuerst nur da» KräftepaM* (+'t '-^P) an 
dem Hebelarm AB hat, so ziehe man in der zweiten Ebene die. Linie 
CD gleich und paräHel mit AB und ?erbinde die Tier Punkte A, B, C, D 
durch gerade Linien, welche natürlioh wie immer, wie schon oben S. 7 
bemerkt worden, als starre unausdehnbare gedacht werden missen, da 
die beiden Ebenen MN und UV als Durchschnittsebenen eines und des- 
selben Kdrpers oder als fest mit einander Terbunden zu betrachten sind; 
dann werden die beiden Linien AD und BC als Diagonalen eines Parallelo* 
gramnfi «ich in ihrem gemeinsamen Mittelpunkt E schneiden. Nun ist es 
offenbar erlaubt in den Punkt C die gerade eutgegengesetzt wirkenden 
Krktie + P* und — P" und im Punkt D die ebenfalls gerade entgegen«- 
gesetzt wirkenden Kräfte +P'' und — F anzubringen, ohne die geringste 
Störung in d^n gesammteb System zu Terürsadhen, wenn man die Kräfte 
F und F* m absolMter Grösse gleich annimmt; Nimmt man dieselben 
aber auch noch gleidi und parallel mit der Kraft P, so haben wir nun 
sechs Kräfte: +P, — P, +F, -F, H-P^', — P", welche dieselbe 
Wirkung äussern als die beiden ursprünglichen Kräfte +P und — P 
allein und welche man nun auf die passendste Weise zusammenstellen 
kann. Es Tereinigen sich aber (S. 1 1) die beiden in einerlei Sinn an der 
Linie iiX> wirkenden Kräfte +P und -fP" in eine einzige + S=+P+P'' 
in dem Itfittelpunkte B Ton AD und ebenso Tereinigen sich die beiden in 
einerlei Sinn an der Linie BC wirkenden Kräfte — P und — P*' in eine 
einzige —S^~P — P' in dem Hittelpunkt E Ton BC. Da nun die Rich- 
tungen aHer. Kräfte unter einander parallel waren, so werden +S und 
•^S in gerade entg^evg^setztem Sinn wirken und da sie ausserdem 
gfeskA ^«d/so Wierd^n sio l^bh geradezu gegen einander aufhiebeD. Dem- 
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Btch UeibiA üait 4er vorigmi 6 KriOe nwr Bodi m dtr EMai ffFdid bei- 
dcii Kr&Ae +F und — F abrig, oder da F^P wqr, dis KrifhipMr 
(+P^ --P) am H(4>eUßin CD=;9f, welchM die Wirkuig Am HffifteiMar» 
(+P, ^P) am Hebdam iit=]t iq der Ebene ifiV enetetb 

Da nun aber afuob noch femer das KriAejpaer (^Py-^P)^ atniiiebefc^ 
ane CD ^ p (S* 38) in seiner Ebene beliebig. ?eriegt md gedreht» ja so- 
gar (8.37) durch ein anderea KrAflbepaar (^<^, *^0) fn düen HehielH 
arm q ersetzt werden kann, wenn tmr P^p^f^^Q-q iai, ao erhaUen wiv 
folgenden sehr allgemeinen Satz: 

Die Wirkung eines Kräftepaars («f P, ^^P) ^n den Hebel- 
arm p kann darch die. Wirknsg tinea andei^n Kriftepaarii 
(+0* ^ Q) an dem Hebelarm f, welches an eiaqr beliebig^ja 
Stelle in derselben oder in einer parallelen: Ibene liegtj 
erseUt werden, wenn nur die einsig^e Bedingung erfüllt wird», 
daas ihre Momente gleich sind, also P^p^Q.q ist* 

Es ist aus diesem Sat2 ersichtlich , dess sich hier ditsettieii' V^f^ 
rungen Mr Kräftspaare in parallelen Ebeaen ergeben, wie soMie^ 
(S. 37 u. C) in den Niuhmem l-^^S filr Paaore in ein er Ebcnaigsiogswiiisd» 



Geh^n wir nun wieder einen Schritt weiter und Mhnvdn swei Krlfle>» 
paare in zwei nidit parallelen Ebenen, so weisen- mfa lefMere iti einer 
gerade» Linie schneiden und. jedes iUräfiHepasp iMrt aMw (S. M u^ 37)i in^ 
seiner Ebene so verwandeln und veriegeo fc5M|e», dasB' heiiAe» eittew glel^ 
eben Hebelarm und zwar ii^ der gemeüisamen Durch^M^itt^iDie' beider 
Ebenen haben. Wir denken uns daher (Fig. XiV.) das Krditepaair (+1^» 
-rr-P) an dem Hebelarm AB in dec Ebene MN' and dus Rrä>Atepfiiar> (4^1?, 
-^ Q) an domaeMMn Hebelarm AM in der Ebene UV. fb wk' stets- den 
Wkiftel, unter weldiem die Kräfte auf d«n Hebeiarn» wirken, als eisfen* 
rechten annehmen, so wird* sowioiil die durch D^ als die durch- M#^ 
gelegte Ebene senkrecht auf der gemeifisamen Durchsdhnittslinie i(Ai sfehfi 
und es werden aliso auch,. w«ffli man be]deP6<eitig die Parallelügmamie 
vettendet , die Diagonalen A6 und BS( senhreeht auf derselben Unie AB^ 
stehn , beide in einerlei Bbeiie< WZ Hegen und m^\am einiwder paridleh 
gehOr Nm können wir d»er die Wagonale AG eis dn& MsttftißMde Ktta^ 
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+ A der Mden Kräfte + P und -f und eiienso üb Mügeaele B8 ils 
eine resnllinende Kraft — it der üeMea KrAfle --P uiii -^0 belrachten) 
miim mri nioh dM Krillepaar (:+Jtt -**A) m dem Hebelin» i« ale 
reaviürendee Kriftepaw der beides Paare (4* Pf — 1^) md (+9, —0) 
an deneelbeii Hebebrm berforgeiiii. Hkvau» eingibt skli folgender Setz: 

We»» man iwei Kcäftepaare (+P, — F) und (+(?, — (?) 
ail glftichen-Bebelarme A, in zwei sieb unter dem Neignngs- 
winke! J schneidienden ffbenen hat, »e constroire man aus 
den Verbältnisslinien P und Q und aus dem Winkel J ein 
Parallelagramm, dessen Diagonale Jt heisseir mag, se ist 
(-f-A, — R) an einem gleichem Heb^eUrm Ä da^ resultirende 
Kriftepaer der beiden gegebenen Paare und zwar in einer 
Ebene liegend, welche durqb die Ourcb^cbnittslinie det 
beiden gegebenen Ebenen so gelegt ist, dass eie deren Nei« 
gungswinkel J ebenso tbeilt wie die Diagonale R den Win* 
kel J im Parallelogramm. 

Dieses resultirende Kräftepaar kann man natürlich in seiner eigenen 
Ebene oder in eine parallele Ebene beliebig verlegen und verwandeln. 

Durcb wiederholte Anwendung desselben Sattes findet man offenbar 
fftr eine beliebige Anzahl von Kräftepaaren, die in beKebigen Ebenen lie- 
ge», ein Einzigee, wekhe» deren fieeenmlwirknng repräsentirt. 

Wir wenden' abec diesem Salze nodi eine andre Ansspradie geben 
können, wobei die Analogie mit den einfache» KrMten schärfer Hervor- 
tritt. Wenit man nftmlich die in den beiitßn Ebenen ursprüngtich gege- 
benen Kriftepaare dnrcb (+Sr -^S) an dtm Hebelerm s und ( + T, —Ty 
an dem Hebelarm I bezeichnet, so sind deren Wirftungen (ifsreh S. 39)* 
S.i und TJ, die man respective gleich setzm kunn P.A und Q.i, so 
dass sich verhält: 

S.iiT.t=nP;Q:^l:M 
W4» Im Hnd M niefaf; %mm9l Kräfte bedisutea dätfen ,. indem wir das» ¥er- 
bjiltniaa der Producta 5.« und 7.^ ab ein retoee ZiMenncorlhdftmBSf auf« 
faasen hömieiiw Hiernneh spricbt eich, der vorige Salz so ans : 

Wenn 4i.e Kri^ftepaare (+iS, »£) am Heibelarai t nnd (vf^T, 
— T) am Hebelarm t in« «w^i: »ich unter d:emi WiaikeJ J .9oknei«- 
dendedA Eib-^n^'i^ terg^ibeo ntiitd'> sei sMat m«» ille und)eni»nnten 
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VerhlllDiftszahlen ihrer Momedte, als Linien £ und ilf ofler 
P und Q gedacht, unter dem Winkel J zu einem Parallelo- 
gramm zusammen, dessen Diagonale Jl heissen mag; aisdans 
▼erhalten sich die Momente oder Wirkungen der componi- 
renden und des resultireuden Paares wie die onbenannten 
Zahlen P\QiR und letzteres Paar liegt in einer Ebene, wel- 
che den Neigungswinkel J der beiden gegebenen Ebenen 
ebenso theilt wie die Diagonale Jl den Winkel J im Paral- 
lelogramm. 

Da sich aus dem erwähnten Parallelogramm offenbar ergibt: 

R^ylP^ + Q^ + 2P.Q.to$J 
so wird, wenn man diese ganze Gleichung mit A multiplicirt , das Mo- 
ment oder die Wirkung G des resultirenden Paares: 

= V('S'.«)*+(r./)*+2(5.s)cr.ocosj 

= Vi*+3f> + 2i.Jf.co«J 
Wenn der Neigungswinkel der beiden Ebenen ein rechter ist, so wird 

. Ä.i=V(Ä.«)'*+(r.o* 

oder fi=±Vi»+J|f» 
d.h. das Moment des resultirenden Kriftep.aars ist gleich 
der Quadratwurzel aus der Summe- der Quadrate der Mo- 
mente der componirenden Paare. 

Sind hierbei noch k und fi die Winkel, welche die Ebene des resri- 
tirenden Kräftepaars mit den beiden andern bildet» 86 ergibt sidi auch 
unmittelbar rückwärts: 

L'='G »cosX 
M=G.cosfi 

In dem obigen Satz wurde verlangt, dass man die Verhältnisszahlen 
oder Linien unter dem Neigungswinkel der Ebenen beider Kräftepaare zu 
einem Parallelogramm zusammensetze. Der Ort, wo diese Construction 
ausgeführt wird , ist ganz willkürlich. Man kann jedoch auch hierftir eine 
nähere Yorschrift geben, die noch beiläufig dntn sehr wesentlichen Vor- 
thdl gewährt. Dazu dient folgende Betrachtung. • 

Damit ein KräCtepaar yoUständig bestimmt sä, mttss^n drei JDinge ge- 
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gebeo sein: ersten» die Ebene, in welcher das Paar, wirkt, zweitens die 
Verhiltnisszahl oder Verbältnisslinie seiner Wirkung oder seines Moments 
und drittens der Sinn, in welchem das Paar zu drehen strebt. Nun ist 
aber nach S. 42 gleichgillig, ob ein Kraftep«ir in einer oder in einer 
beliebigen damit parallelen Ebene wirkt; deshalb wird es durchaus nicbt 
unumgänglich erforderlich sein gerade die Ebene des Paares, sondern 
nur deren Lage zu kennen, welche offenbar durch eine Gerade bestimmt 
sein wird, die auf ihr und somit auf allen damit parallelen Ebenen senkrecht 
steht. Diese senkrechte nennt Poinsot die Ax e des Paars. Denkt man sich da* 
her Ton einem beliebigen, aber als fest angenommenen Punkt im Raum 
ein Perpendikel auf die Ebene des Paars gefallt und auf dieser Axe vom 
angenommenen Punkt aus die Verbältnisslinie des Moments aufgetragen, 
so wird hierdurch die Lage der Ebene des Paars und auch dessen Wir-» 
kung gegeben sein. Aber auch der Sinn, in welchem das Paar zu dre«- 
hen strebt, wird durch diese Axe angedeutet werden können, wenn man 
nur ein bestimmtes Uebereinkommen triift. Denken wir uns n&mlich in 
dem Scheitel der Axe stehend, das Auge nach der Ebene des Paars ge- 
richtet, und stellen wir z. B. fest, dass das Paar, wenn es den Sinn hat 
von der Linken nach der Rechten zu drehn, ein positives Moment haben 
solle , welches auf der Axe von ihrem Scheitel nach der Ebene des Paars 
bin aufgetragen wird, wenn es dagegen in dem Sinne von der Rechten 
zur Linken zu drehen strebt, ein negatives Moment hat, welches auf der 
Axe von ihrem Sdieitel auf der rückwärts gehenden Verlängerung auf* 
getragen wird, so ist das Kräftepaar in allen seinen drei erforderlichen 
Begehungen durch seine Axe vollständig repräsentirt. 

Der vorhin bewiesene Satz bleibt bei der soeben dorcbgesprochenet 
Auffassung vollkommi^n derselbe, nur werden wir die dort gebrauchten 
Grössen L, Mi G jetzt die Axen der einzelnen Kr&ftepaar^ neiyien. 

Man wird aber jetzt auch unmittelbar, ohne dass es nöthig sein 
durfte einen besondern Beweis Un^aizufügen , da er derselbe wie der 
(S. 31) für einfache Kräfte gegebene sein würde, folgenden Satz Ifir drei 
Kraftepaare aussprechen können: 

Wenn drei Kräftepaare in drei verschiedenen Ebenen 
gegeben sind und zwar durch ihre Axen X, if, JV, welche van 
einem und demselben Scheitelpunkt ausj^ehn, so ist die Ai^ 
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des reBultirenden Kriftepaars die Diagonale ü dee ParaN 
lelepipedttoas, welches man aus den gegebenen Axeii £, Af, 
JV^ gebildet hau 

Wenn die Ekenea d^ drei gegebenen Piaore, eise auch ihre Asten, 
auf eioaiMler senkrecht stehn , so wird natürlich : 

und werni man X, ju, i^ die Winkel nennt, welche die Axe des re&ulti- 
renden Paares mit denen der componirenden bildet, so ist 

M^G.cosfÄ, 

Ifsa G.COBV. 

In diesen Gleicbungen liegt zugleich die Regel , wie man jedes be- 
liebig im Raum gegebene Krfiftepaar durch drei andre l^are ersetzen 
kann, welche in drei unter einander senkrechten Ebenen liegen. 
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Wenn maa nach dem Vorigen erkannt hat, wie man at^ öder dl^ 
tu belicibigeii Ebenen liegende Krfiftepaare in ein einziges «nsttthmenseiieti 
kann, so wird man auch durch wiederholtes Anwenden deo9eft>ett Verfahr 
rem jede mögliche Anzahl von Kräflepaaren in ein einziges ter«il4gen kftnneit. 

Denken wir uns jetzt eine belwbige Anzahl von Kr&ften P, P^\ f**\ • . • ., 
die auf irgend welche Weise an einem Körper oder einetti ^stem ton 
Punkten dngebracht sind, so wühlen wir uns irgend einen beetimmteth 
wie immer mtt dem Spulen auf unreränderliobe Weise rerbaadenen Pofiftt 
O (o»Oge er der Anfangspunkt der Coordmaten Geissen); alsdann können 
wir in diesem Punkt in Befug aut jede einzelne in einem gegebenen 
iPunkt Ä wirkende Kraft P, zwei gerade aitgegengeselzt wirkende, unter 
einander und der gegebnen gleiche KräCte +P^ -^P angebracht dMkeil> 
welche, da sie sidi das Gleidigewicht halten, durchaus Nichts in dem gan«- 
ien System ändern« Wir haben also statt der einen in A wirkenden Kraft 
}etzt eine gleiche und parallele aber in wirkende Kraft und afosserdem 
ein Krfiftepaar (+P9 —P) an dem Hebelarm AO (oder auch an ein^ 
Hebelarm , welcher gleich der senkrechten EMtfemong der beidem mich* 
tungeo der in A nnd angebraehten Kräfte i$t); dieees Kraftepaar kann 
OMH avoh. noch in derieUie» Ebene oder aiich in ii^giini einer (AiiaUiIeft 
Ebene beliebig ?edegen« 
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Wens nati nun dtssolbe Verfthren auf }ede eiuig« der gcgebeneo 
Kräfte F anwendst, so erhält man dadurch loerst in dem Punkte ebeiw 
Boviele Rrftfte, als überhaupt gegebeii sind und weiche alle bliesen letztem 
gleich und parallel sind und aueserdem noch in verschiedenen Ebenen 
eine gleiche Anzahl von Krärtepaaren. Nach dem Bisherigen lassen sich 
aber alie in O wirkenden Kräfte iti eine einzige Kraft R und die in den 
vierschiedenen Ebenen wirkenden Kräftepaane in ein einziges Kräfiepaar 
{-^S^ ««-5) vereinigen. Wenn man will, kann man auch dieses resul- 
tirende KrMtepaar noch parallel mit sich so verlegen, das« der Anbeftuogs- 
ponkt von +S mit äem Anheftungspunkt von R zusammenfällt, wobei 
sich dann diese betdm S und R in eine einzige Kraft T vereinigen, so diss 
ausser dieser noch die Kraft -^S übrig bleibt, welche nicht in derselben 
Ebene mit jener liegt. 

Hierdurch erhatten wir folgenden ganz allgemeiaen Sdifaiss: 

We«n auf einen Körper oder auf ein System vo^ unter 
sich auf unwandelbare Weise verbundenen Punkten belie<^ 
bige Kraft« wirken, so lassen sieh diese alle entweder auf 
eine ei nzi'ge Kraft und ein einziges Kräftepaar oder auf zwei 
einzelne nicht in einerlei Ebene liegende Kräfte zurftck«* 
fahren. 

In beiden Fällen muss der Zusatz, im Allgemeinen, beigefilgt 
werden ) denn «s können sogleich anauführende Speciaiiläten vorkommed« 
bei denen das Gesagte niobt vollständig in dem angedeuteten Sinn statt* 
findet. Wenn nämlich die resuitirende Kraft R verschwindet, während 
das Kräfiepaar (+'S^, — S) einen endlichen Werth behält, so führen sieh 
sämmtlicbe gegebene Kräfte auf ein einziges Paar znröck und wena 
zwdtens die Ebene des resultirenden Paares ( + S , — 5) mit der resul* 
ürenden Kraft R in derselben ^der in einer damit parallelen Ebea^ 
liegt, in welchem letztern Fall das Paar (nach 8. 42) m die Ebene der 
Kraft R fibertragen werden kann « ao redndren sich aammtliehe gegebene 
SrMte auf drei in einerlei Ebene liegende, die sich natürlich schlieeslkk 
iti eine einzige vereinigen lassen« 

Da 'nun einerseits einem Kräftepaar nieanals durch eine einzige 
Kraft, sondern nur durch ein Kräftepaar von gleicbeaa Mimeirt» dts iboT 
in entgegengesetztem Sinne zu drehen strebt, das Gleichgewicht gehalten 
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werden kann und da andrer Seits zwei nicht in einerlei Ebene liegende 
Kräfte sich auf ein Kräftepaar und eine einzelne Kraft zarückfabren las- 
sen, so folgt unmittelbar, dass, mit Ausnahme der angegebenen Specialis 
täten, ein System von Kräften unter keinen andern Umstän- 
den im Gleichgewicht sein wird, als wenn die resultirende 
Kraft Jl für sich gleich Null ist und auch das Moment des 
resultirenden Kräftepaars (+^t — S) für sich verschwindet. 
Wenn nun aber dieses zuletzt Gesagte nicht stattfindet, so stellt sidi 
als nächste Frage offenbar diese heraus: ist es möglich, der dnselnen 
Kraft R und dem Kräftepaar {+S, — S) durch Hinznfdgung einer ein- 
zelnen Kraft R' das Gleichgewicht zu halten? — Hier ^bt es offenbar 
nur drei zulässige Annahmen über die neue Kraft Jt': entweder sind die 
beiden Kräfte A und Jl' so beschaffen, dass sie sich in eine einzige vereinigen 
lassen und dann kann nach dem Vorhergehenden diese nicht mit dem 
Paare i+S, — S) im Gleidigewicht sein — oder zweitens, die Kräfte 
R und A' lassen sich auf eine dnzige Kraft und ein Kräftepear auruck- 
führen, dann lassen sich dieses Paar mit dem ursprüngUchen (+S, — S) 
in ein einziges Paar zusammensetzen und wir erhalten wieder eine .einzelne 
Kraft und ein einzelnes Paar, die sich natürlich nicht das . Gleichgewicht 
halten können — oder endlich drittens R* bildet mit R ein einzelnes Pa«*, 
so dass also R*^ — R in einer passenden Entlernung mitA parallel ist; 
dann vereinigen sich diese zu einem einzigen Paare, während keine ein- 
zelne Kraft dabei vorkommt : soll nun Gleichgewicht statt finden, so muss 
das Moment dieses neu entstandenen resultirenden Krältdjpaars gleich Ni|ll 
sein, was offenbar nicht anders möglich ist, als wenn die beiden Krafte- 
paare (+A, — A) und i+S, — S) in einerlei oder in parallelen Ebenen 
liegen und ausserdem gleiche Momente haben. Das Letztere lässt sich 
jeder Zeit ermöglichen, indem man dem zugehörigen Hebelarn^ eine pasr 
sende Grösse gibt und man wird daher beliebig vielen an einem 
System vom Punkte wirkenden Kräften stets durch Hinzu- 
lügung einer einzelnen Kraft das Gleichgewicht l^altenkön- 
nen, wenn die einzelne resultirende Kraft in derselben 
oder in einer parallelen Ebene mit der des resultirenden 
Kräftepaars liegt. 
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Zureite Torlefimng^. 

Bedingnngsgleichangen des Gleichgewicbts eines beliebigen System^ Ton 

KrUten. 

Wir haben am Schluss der Torigen Vorlesung gesehn, dass wir jede 
Kraft P, die auf einen beKebigen Punkt Ä wirkt, ersetzen können durch 
eine gleiche und parallel wirkende Kraft P in einem beliebigenr aber be- 
stimmt angenommenen Punkt O und durch ein Kräftepaar (H-P, — f) 
an dem Hebelarm AO, und wir haben ferner gesehn, dass, wenn das 
ganze System im> Gleichgewicht sein soll, die Resultante aller in 
wirkenden Kräfte für sich gleich Null, so wie auch das resultirende Kräfle- 
paar fQr sich gleich Null sein müsse. Die Sprache in diesem Gesetz ist 
aber olTenbar keine analytisch yerständliche* und wir müssen daher letz- 
tere gegenwärtig hier suchen. 

$•7. 

Nehme» wir nun 2anä€hst an, dass alle Kräfte im einerlei Ebe&e 
wirken, so sei (Fig. XV.) OX und OY &ü lechtwiDkligea CoordiBaten-Sy- 
Btem, in Bezog auf welches die Anbeftungspunkte und RichtungeB der 
Kräfte bestimmt sein mögen. Die Terschiedenen SteUungen, wdehe die 
ßiichtuDgen den Asea gegenäber einnehmen ktonea, sind in der Figur 
für einen QuadranleB vollständig yerzeidmet. Wir geben diese vier Fälle 
einzeln durch, indem wir dabei ein fär alle Mal festsetzen: 1) dass die 
yCoordinalen oberhalb der XAxe positiv > unterhalb derselben negativ; 
die a?Coordinaten reebtis von der FAxe positiv, links negativ gemmimen 
wwden sollen V 2) dass die Kräfte, welche den AnCaingspunkt nadi X 
hin, so wie auch di^^ welche densdben Punkt nach F hin, oder mit 
einem Wert, welche di» Axen in ihrem positiven Sinn zu Tergrössem 
streben, poätive, die andern aber negative genannt wevden sollen; imd 
i) dass die Momente derjenigen Kräftepaare, welche in dem Sinne von 
links naoh rechts zu direhen streben, positiv, die Momente derjenigen aber, 
welche in diam Sinne von rechts nach links zu drehen streben, negativ 
genommen werden sollen. 

a) Wenn die Kraft P| in dem Punkte jB^ von links nach reckts und 
voB oben; nach antien' vrirfat^ so denke man sich dieselbe in die beiden 
wH den. Coordi^ateaaxea pandielen Kräfte X| und' Vf zerlegt« Zieht mm 
II. 4 
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nun die beiden Coordinaten des Anheflungspunkts Bf nämlich Bi £f| {^yi) 
und £|ff| (=:a7|) und denkt sich alsdann in dem Punkt G^ auf der XAxe 
zwei gleiche Kräfte X| in gerade entgegengesetztem Sinne angebracht und 
ebenso in dem Punkt H^ auf der FAxe zwei gleiche Kräfte F| ebenfalls in 
gerade entgegengesetztem Sinn wirkend, wodurch offenbar Nichts in dem 
ganzen System geändert wird, so erhält man dadurch in Stelle der einen 
Kraft P| jetzt sechs Kräfte, welche wir in folgender Weise gruppiren 
können: 1) eine Kraft Xj in der XAxe selbst, welche diese zu vergrös- 
sern strebt; 2) ein Kräftepaar an dem Hebelarm B^G^ (=yi) ^^^ ^^^ 
Kraft X|, welches in dem Sinne von links nach rechts zu drehen strebt, 
dessen Moment daher positiv sein muss und also, da sowohl die Kraft 
als die Coordinate positiv sind, = + X|^| sein wird; 3) eine Kraft Y^ 
in der FAxe selbst/ welche diese zu verkleinern strebt; 4) ein Krätle 
paar an dem Hebelarm £| Hf (=s x^ ) mit der Kraft F| , welches in dem 
Sinne von links nach rechts zu drehen strebt, dessen Moment daher po- 
sitiv sein muss und also, da die Kraft F| in sich negativ gedacht wird, 
die Coordinate x^ aber positiv ist , =: — F| x^ sein wird. 

b) Indem wir ebenso die Kraft Pj durch sechs Kräfte ersetzen und 
sie in ähnlicher Weise als vorhin gruppiren, erhalten wir 1) eine Kraft 
X, in der XAxe selbst, welche diese zu vergrössern strebt; 2) ein Kräfte» 
paar am Hebelarm B^G^ (==y%) mit der Kraft X^, welches in dem Sinne 
von links nach rechts zu drehen strebt, dessen Moment daher positiv sein 
muss und also, da sowohl Kraft als Coordinate in sich positiv sind, 
=3+X2 2^2 sein wird; 3) eine Kraft F, in der FAxe selbst, welche diese 
lu vergrössern strebt; 4) ein Kräftepaar an dem Hebelarm B2H1 (»^2) 
mit der Kraft F,, welches in dem Sinne von rechts nach links zu dre* 
hen strebt, dessen Moment daher negativ sein muss und also, da sowohl 
Kraft als Coordinate in sich positiv sind, =; — F^o;, ^^^^ mrd. 

c) Die Kraft P, liefert 1) eine Kraft X^ in der XAxe selbst, welche 
diese zu verkleinern strebt; 2) ein Kräftepaar am Hebelarm B^Gg (=^a) 
mit der Kraft Xg , welches in dem Sinne von rechts nach links zu dre- 
hen strebt, dessen Moment daher negativ sein muss und also, da die 
Kraft Xs in sich negativ, die Coordinate aber positiv ist, =::+X^yi ^^^^ 
wird; 3) eine Kraft F, in der FAxe selbst, welche diese zu verkleinern 
fltrebt; 4) ein Kräftepaar an dem Hebelarm JB^flgCaa;,) mit der Kralt 
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y,, welches in dem Sinne Ton links nach rechts zu drehen strebt^ des- 
sen Moment daher positiv sein mass und also, da die Kraft Fg in sich 
oegaÜT, die Coordinate aber positiv ist, =: — Yj^x^ sein wird. 

d) Die vierte Kraft P« liefert endlich: 1) eine Kraft X, in der XAie 
selbst, welche diese zu verkleinern strebt ; 2) ein Kräftepaar an dem Hebel* 
arm B^G^ i^^yO niit der Kraft X«, welches in dem Sinne von rechts 
nach links zu drehen strebt, dessen Moment daher negativ sein muss und 
also, da die Kraft X« in sich negativ, die Coordinat« aber positiv ist, 
B + XiSfi sein wird; 3) eine Kraft Fg in der FAxe selbst, welche 
diese zu vergrössern strebt; 4) ein Kräftepaar an dem Hebelarm B^H^ 
(^x^) mit der Kraft F«, welches in dem Sinne von rechts nach links zu 
drehen strebt, dessen Moment daher negativ sein muss und also, da so- 
wohl Kraft als Coordinate in sich positiv sind, =3 — Y^x^ sein wird. 

Wenn nun aber einfache Kräfte in einerlei Richtung wirken, so setzen 
sie sich ja |nach S. 11 durch einfache Addition zusammen, und wenn 
mehre Kräftepaare in einerlei Ebene wirken, so ist nach S. 38 das Mo- 
ment des resultirenden Kräftepaars gleich der Summe der Momente der 
einzelnen Paare. Hierdurch erhalten wir als Gesammtwirkung der be- 
trachtete vier Kräfte P: 
in der XAxe: 

X,+X,+X,+X4 
in der FAxe: 

yt+yi+y.+F« 

und an Momenten in der XFEbene: 
{X,y,-Y,xO+(X^y,-¥^x^) + (X,y,-Y,x,) + (X,y,-Y^^^) 
In allen diesen drei Ausdrucken muss man wohl darauf achten, dass 
den verschiedenen Kräften X und F stets das ihnen zukommende Vor- 
zeichen zuertheilt werde, je nachdem sie die Axen zu vergrössern oder 
zu verkleinern streben. 

Es sind hier nur die vier möglichen Lagen der Kraft P in einem 
einzigen Quadranten durchgenommen. Die Verfolgung derselben auch 
in den übrigen Quadranten ist hier übergangen, weil sie durchaus 
keine Schwierigkeit darbietet, wenn man nur auf das Vorzeichen der 
Coordinaten achtet. So würde z. B. die Kraft P^ ein Kräftepaar an dem 

Hebelarm Jlsfii (»^s) mit der Kraft X5 liefern, welches in dem Sinne 

4* 
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▼OD reekts nach Biiks au drehen strebt, dessen Momenl daher negatit 
sein nuss usd also, da die Kraft X^ positiT, die Coordinate y^ aber in 
sich negativ ist, ^r+X^ys sein wird; bei dem sweiten hier entstebend^i 
Kräftepaar an dem Hebelarm B^H^ (==c 0^5) ist die Kraft Y^ in sich aega- 
tir zu Daunen, weil sie den Punkt O nach unten sm drücken strebt, die 
Coordinate xs dagegen positiv; es wird daher das Moment dieses Paares, 
da es in dem Sinne von links nach rechts zu drehen strebt, positiv, also 
=:^-y5% sein müssen. 

Denkt man sich dieses nun für alle möglichen Lagen der gegebenen 
Kr&ke durchgeführt, so wird man leicht zu folgendem allgemeinen Schluss 
gelangen : 

Wenn eine beliebige Anzahl n von Kräften in einerlei 
Ebene gegeben sind, so zerlegt man jede einzelne in zwei 
mit den Coordinatenaxen parallele Seitenkräfte; alsdann 
wird die Gesammtwirkung sämmtlicher Kräfte aus folgen- 
den drei Theilen bestehn: 

1) in der XÄxe, die 5umme der mit dieser parallelen 
Composanten: 

p-n 

A| "T" Aj -p A3 "!"•.••• ^^^ Jü JLp SS A, 

p-i 

2) in der FAxe, die Summe der mit diesem p^arallelen 
Composanten: 

J: I "r ■* J "T I3 +•••••= ^ JLp = Ay 

p:=l 

3) in derselben Ebene, die Summe sl^pmtlicher Mo- 
mente: 

(X,y, — Y,Xi) + (X^y2 — Y^x^) + ....==2{Xpyp—YpXp)^N. 

Die Bezeichnung der Composanten der einzelnen Kräfte durch X| Yg 
X%Y2 u»s.w. ist für die Anwendung nicht zweckmässig, weil die Rieh- 
t«ng jeder Kraft P offenbar durch den Winkel gegeben sein wird, den 
sie mit einer von beiden, z. B. mit der XAxe bildet. Wenn man hier 
nun streng darauf achtet, diesen Neigungswinkel immer in einer und der- 
selben Weise zu zählen, z. B. von der XAxe ausgehend » sich nach links 
drehend bis man sur Ricbituogslinie der Kraft kw9Uy «o wIol ^ U^ ^ 



— 4« — 

Figur dnrck Heine B6geii mit betgeAgtem bexiehlichen er angedtentat iil, 
so wird man ganx im Allgemeinen schreiben dürfen 

X=P.co«a und r=:P.«ma 
wo dann zugleich, bri der gehörigen Beachtung des Winkels und aehier 
goniometrischen Function, jede Kraft das ihr zukommende Voneichea 
erhält* 

Hiemach erhalten die obigen drei Bestandibeile der Gesammtwirkung 
folgende Gestalt: 

P| €08 Ofi + Pj CO« Ofj +P, €08 o^ +. . . .=^Ppcajap=X 

p-n 

Pi«tncr| + P28inai + Pa»incfa + ..«=-JPp«wofp=5F 
Pi (ytCoscTj — a?|Stna|) +Pi(y|CO»a, — XjMinaz) +.... 

p-n 

= ^ Pp (yp €08 ap — a?p sin ap)=N, 
p-i 

Wir hab^ faierdmrch alle gegebenen Kräfte auf zwei einzelne Kräfte 
X und F und auf ein Kräftepaar zurückgeführt Da sich aber die beidttt 

Kräfte X und T Ih «Ine einzige -^I^+Y* vereinigen lassen , so erhalten 
wir eine einzige Kraft und ein Kräftepaar. 

Stellen wir nun die Bedingung, dass sämmtliche Kräfte sieh das 
Gleichgewicht halten sollen, so wird dieses, da eine einzelne Kraft nie 
einem Kräftepaar das Gleichgewicht halten kann, nicht andors möglicii 

sein, als wenn die Kraft ^X^ + Y* für sich und auch das Kräftepaar für 

sich gleich Null wird. Die erste Bedingung, dass ^X}+Y^ = Q sei, hat 
unmittelbar, weil es Summe zweier Quadrate ist, das Verschwinden der 
einzelnen Grössen X und Y zur Folge, so dass man diese Bedingungs- 
gleichungen des Gleichgewichts erhält: 

X=0 

JVc=0. 

Findet nun aber nicht Gleichgewicht statt, so ist es die nächste 
Frage, ob es eine einzelne Kraft gibt, welche dom ganzen System der 
gegebenen Kräfte das Gleichgewicht halten könne, oder, was dasselbe be- 
sagt, ob eine einzige Kraft die Wirkung sämmtlicher Kräfte ersetzen könne. 
Wenn es eine solche Kraft, die R heissen mag, gäbe, so müsste durch 
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HinzufttguDg der Krafk — -R zu den uraprflnglich gegebenen Kräften, GleiGh- 
gewicht erzielt werden. Nennt man daher a den Neigungswinkel dieser 
neu hinzutretenden Kraft gegen die XAxe, so wie x und y (alle drei 
Gr/^ssen a, x^ y ohne Index) die Coordinaten ihres Anheftungspunkts, 
so wird man nach den vorhin angeführten Bedingungsgleichungen des 
Gleichgewichts folgende Relationen zu deren näherer Bestimmung erhalten : 

X — Aco«a = 

Y—Rsina — O 

N — R (y .cosa — x.sina) « 0. 
Hieraus ergibt sich zunächst: 

X F 



iV— Xy — Fa? = 0. 

Aus der ersten Gleichung erhält man die absolute Gr5sse der Resul- 
tante, die beiden folgenden geben die Neigung ihrer Richtung gegen die 
Coordinatenaxen und die dritte gibt diese Richtung unter der analytischen 
Form als Gleichung einer geraden Linie, wo x und y die laufenden Coor- 
dinaten repräsentiren* 

Man erhält hier nicht einen bestimmten einzelnen Anheßungspunkt 
für die Resultante, weil es offenbar im Allgemeinen gleichgiltig ist, in 
welchem Punkt ihrer Richtung man sich dieselbe angebracht denkt. 



a) Ein hierher gehöriger, wenn auch sehr einfacher, doch wegen 
seiner grossen Anwendbarkeit äusserst wichtiger specieller Fall ist dieser, 
dass die Richtungen aller Kräfte unter einander parallel sind. 

Wir können hierbei, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, anneh- 
men, dass die FAxe parallel mit der Richtung sämmtlicher Kräfte geht, 
so dass der Neigungswinkel a jeder dieser Richtungen gegen die XAxe 
ein rechter wird. Hierdurch werden natürlich die Cosinusse aller o der 
Einheit gleich, während deren Sinusse verschwinden. 

Die Gleichungen des Gleichgewichts reduciren sich für diesen Fall auf: 

Pi^i'+Px^j + Pa^a +....= 0. 
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In diesen Gleidiangoi ist fEür Parallel-Krftfte offenbar folgendes 6e* 
setz ausgesprochen: 

Parallele KrAfte, die in einerlei Ebene wirken, sind im 
Gleichgewicht, wenn 1) ihre Summe (selbstverständlich jede ein- 
zelne Kraft mit dem ihr zukommenden Vorzeichen genommen) gleich 
Null ist und wenn 2) die Summe der Producte dieser Kräfte 
in die senkrechten Entfernungen ihrer Richtungen von 
einem fest angenommenen Punkt (wobei sowohl die Kräfte als 
auch die Entfernungen von einem festen Anfangspunkt mit den entspre- 
chenden Vorzeichen genommen werden müssen) gleich Null sind, 
oder mit andern Worten, wenn die Summe der Momente*) der 
einzelnen Kräfte in Bezug auf einen beliebigen, aber fest 
angenommenen, Punkt gleich Null ist. 

Wenn diese Kräfte sich nicht das Gleichgewicht hielten, so wäre 
die nächste Frage , ob sie durch eine einzige Kraft im Gleichgewicht ge- 
halten werden könnten, oder, was dasselbe heisst, ob sie eine Resultante 
haben. Wenn eine solche exlstirt, so heisse sie selbst R und ihre Ent- 
fernung von dem festen Anfangspunkt x (ohne Index), dann wird 

R=^Pi+Pt + Pg + .... 

Ä.aj = P|a?i +P,a?2 +^ia?3 + «-.« 

woraus sich ausser der Bestimmung für R auch noch die für x ergibt: 

___ Pj Xj + Pz^Xj +Pta?3 + ■ . . . 

Dieser letztere Ausdruck wird stets einen bestimmten Werth angeben, 
wenn nicht R oder die Summe aller Kräfte gleich jNuIl wird, in welchem 
Fall er unendlich werden kann und alsdann auf ein Kräftepaar 
zurückführt. 

Die hierbei erhaltene Gleichung 

Rx = P^x^+ P2OC2 + PiX^-^,,,. 



*) Moment einer Kraft in Bezug auf einen Punkt nennt man das Product 
ans der Kraft in dad ?on dem Punkt auf die Ricbtung der Kraft gefällte Perpendikel, 
(siehe auch S. 18). 

Moment einer Kraft in Bezug auf eine Ebene nennt man das Product aus 
der KraA in das vom Anbeftungspankt der Kraft auf jene Ebene gefällte Perpendikel. 
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VMt audi eine, M «iner sptorn Untersuehung sehr nvackmissige Ans- 
spracbe zu, nftmlich: 

Die Svmme der Momente toa ParallelkrtfteD in Bezug 
auf einen beliebigen Punkt ihrer Ebene tat gleich dem Mo- 
ment ihrer Resultante in Bezug auf denselben Punkt. 

b) Ein zweiter ganz apecialler Fall dfirfte aoch, seiner Ableitung aus 
den allgemeinsten Formeln wegen, interessant genug sein, um hier eine 
Stelle zu finden. 

Wir nehmen (Fig. XVL) nur zwei Krifte Pf nnd P, als gegeben an 
und Sueben für diese die Resultante. (Im die Rechnung zu rereinfacben, 
nehmen wir, was offenbar erlaubt ist, die Verbindungslinie B^B^ der bei- 
den AnbeftuQgspunkte der Kräfte zur XXxe an. sei der Anfangspunkt 
der Coordinaten, so dass B^O^sx^ und BiO=Xt ist, während beide zu- 
gehörigen y gleich Null werden. Die allgemeinen Gleichungen zur Bestim- 
mung der Resultante werden 

P^cosai +P2C08a2=Bcoia 

— P^Xj^sinOf — P2 ^j ««« 0^2 == Ä (ycosa — xsina). 
Hieraus erhält man: 

Ä= VPi* + P2*+2P,PjC0s («1 — 04), 



eosa = 



stna = 



Pi €08 ö| + Pm cos Om 



VP| HP,»+2 P^Pi cos (a,~a.)' 
P|Sma, -^P^sina^ 



VPi*+P,'+PtP* cos(ai—a^y 
(Pf cos «1 + Pj cos Ug) y = {x — dPi) Pi sin a^ + (a? — a?j) P2 sin %. 
Wenn wir in der letzten Gleichung, welche die der Resultante ist, 
jf=:0 setzen, so erhalten wir die Abscisse des Durchschnittspunkts der 
Resultante mit der ZAxe: 

_ Pf Xi sin «I + P2 ^2 sin'fx^ 
Pi sin «1 + Pj sin «2 
oder in besserer Gestalt: 

(x — j?|).P|5inof| +(a?— a?2).P*«ma2 = 
oder : {x — x^ ) : (xi — a?) = P2 sin a^ : P, sin a^ 

Wäre nun in der Figur C dieser Durchschnittspunkt, so dass CO=:x 
ist, so gibt die gefundene Proportion: 
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«der wenn man das erste and drkte Glied mit $in a^ iimI das zweite und 
▼ierte Glied nt sina^ multiplieiil und darauf das dritte ond vierte Glied 
durch a^ntfi und linas dividirtt 

«t Cnna^iBj C.sina^^Pj'.Pi 
Nun aind aber die Ton C anf die Riehtungen der Kräfte gefüllten 
Perpendikel offenbar: 

Pj = — Ä|C.«n€if| und ^2 = — B^Csina^ 
mithin gebt die Proportion über in: 

oder PiPi^PiPt't <i*h* ^^^ erhalten den bekannten Satz^ dass, für's 
Gleichgewicht, auch beim Winkelhebel MCN die statischen Mo- 
mente beider Kräfte in Bezug auf den Unterstutzungspunkt 
einander gleich sein müsse«. 

$. 8. 

Gehen wir jetzt zu dem allgemeinsten Fall über, dass die auf einen 
Körper wirkenden Kräfte ganz beliebig irgend wie im Räume liegen, so 
wählen wir uns irgend einen Punkt im Raum zum Anfangspunkt der Coor- 
dinaten und legen durch ihn drei auf einander senkrecht stehende Coor* 
dinaten-Ebenen. Nun möge (Fig. XVII.) in dem Punkt B^ eine Kraft Pf 
in beliebiger Richtung wirken. Von diesem Anbeftungspunkt B^ fälle man 
ein Perpendikel BfD auf die ^rj^ Ebene, so werden seine zugehörigen 
Coordinaten OE=^x^^ OCzszED^yt uod B^D^z^. Nun zerlege man 
die Kraft P| in drei mit den Coordinaten-Axen parallele Seitenkräfle X|, 
Fl , ^ , bringe darauf im Anfangspunkt in der ZAxe zwei gleiche und 
gerade entgegengesetzte Kräfte +Zj und — Z| «m, so erhält man statt 
der einen Kraft Z^ in dem Punkte B^ eine parallele und gleidi grosse 
Kraft Z| im Anfangspunkt in der ZAxe selbst und ausserdem ein 
Kräftepaar (+Z|, — Z,) an dem Hebelarm OB^ oder auch (wenn man den 
Anbeftungspunkt von B^ nach dem Punkt D in derselben RicfatungsUnie 
der Kraft Z^ verlegt denkt) an dem Hebelarm OD^ Nun kann man aber 
nach S. 44 jedes Kräftepaar in zwei andre zerlegeii, wenn die Verhäitniss* 
linien dieser drei Paare respective die Diagonale und die beidtn Seiten 
eines Parallel<^ramms «ind, also wird maa dae KrSft«paa# (*(*Z|, — Z|) 
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an dem Hebelarm OD durch zwei Kräitepaare an den Hebelannen OB und 
OC ersetzen können, wenn man an ihnen dieselbe Kraft Z, wirkend annimmt 
Da diese Kraft senkrecht auf der Ebene XOY steht, so werdten diese beiden 
Paare respective in den Ebenen XOZ und YOZ liegen, und da OB die Coor- 
dinate arj des Anheftungpunkts B^ und OC die Coordinate yi desselben 
Punkts ist, so werden ihre Momente =^Z^x^ und ^Z^y^ sein. Hiemach 
sieht man, dass sich statt der einen Kraft Z| im Punkt B^ folgende drei 
Grössen ergeben: 

1) eine Kraft Zj im Anfangspunkt in der ZAxe selbst wirkend, 

2) ein Kräftepaar in der xs; Ebene mit dem Moment Z^x^ und 

3) ein Kräftepaar in der yzEhene mit dem Moment Z|5^|. 

Wenn man in ganz gleicher Weise Ton B^ ein Perpendikel auf die 
07« Ebene fällt und das dabei entstehende Kräflepaar ebenfalls in zwei 
andre zerlegt, so erhält man in Stelle der einen Kraft Y^ im Punkt B^ 
diese drei Grössen: 

1) eine Kraft F| im Anfangspunkt in der FAxe selbst wirkend, 

2) ein Kräftepaar in der ^s Ebene mit dem Moment Y^z^ und 

3) ein Kräftepaar in der a:y Ebene mit dem Moment Y^x^. 

Und fallt man drittens von dem Punkt B^ ein Perpendikel auf die 
j(2 Ebene, so erhält man, nach Zerlegung des dabei entstehenden Paares, 
statt der einzigen Kraft X^ im Punkt £| folgende drei Grössen: 

1) eine Kraft X| im Anfangspunkt in der XÄxe selbst wirkend, 

2) ein Kräftepaar in der xyEbene mit dem Moment X^y^ und 

3) ein Kräftepaar in der o^s; Ebene mit dem Moment X^z^. 

Diese hier aufgeführten neun Grössen kommen also in Stelle der ein- 
zigen ^Kraft P| in die Rechnung. Wenn man sie genauer betrachtet, so 
ergeben sie in jeder der drei Coordinaten-Ebenen zwei Kräftepaare, die 
sich natürlich nach S. 38 in eines zusammensetzen lassen ; so finden sich 
z. B. in der o;« Ebene die beiden Paare mit den Momenten Z^x^ und XiZ^. 
Wenn man hierbei aber die auf S.,49 gemachte Bemerkung beachtet, wo- 
nach diejenige Kraft, welche eine Axe zu vergrössern strebt, als positiv, 
diejenige aber, welche eine Axe zu verkleinern strebt, als negativ in die 
' Rechnung einzuführen ist, so wird das Moment des aus den beiden ge- 
nannten resultirenden Kräftepaars =Zj x^ — X^ z^ werden. 

Auf gleiche Weise werden sich die beiden in der 92 Ebene wirken- 
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den Krlftq^atra in eines zasammensetien , dessen Moment = F| «| 
— Zjyj ist. 

Und drittens setzen sich die in der a;y Ebene wirkenden Paare in 
eines zusammen, dessen Moment ssX^y^ — ^t^i i^^* 

Sonach haben wir ganz allgemein für jede einzelne Krall P, die auf 
einen gewissen Punkt £, dessen Coordinaten x, y, z sind, wirkt und 
deren Composanten parallel mit den drei Coordinatenaxen X, Y, Z sein 
mögen, folgende sechs Terme in die Rechnung einzufahren: 

1) in der XAxe selbst: eine Kraft = X, 

2) in der FAxe selbst: eine Kraft = 1\ 

3) in der ZAxe selbst: eine Kraft =:Z, 

4) in der ys Ebene: ein Parallelpaar, dessen Moment =Yz — Zy ist, 

5) in der rrsEbene: ein Paraüelpaar, dessen MomentssZo; — Xz'\si, 

6) in der j;y Ebene: ein Parallelpaar, dessen Moment = Xj^ — Fo^ist. 
Denkt man sich nun jede einzelne der gegebenen Kräfte P in diese 

analogen sechs Bestandtheile zerlegt, so erhält man offenbar in jeder der 
drei Coordinaten-Axen eine entsprechende Anzahl von einfachen Kräften, 
die sich nach S. 11 durch simple Addition vereinigen lassen, und ausser- 
dem in jeder der drei Coordinaten-Ebenen eine gleichfalls entsprechende 
Anzahl von Momenten, die sich nach S. 38 gleichfalls durch simple Ad- 
dition zusammensetzen lassen; so dass man als Gesammtwirkung sSmmt- 
lieber, an einem Körper angebrachten Kräfte folgende sechs Quantitäten 
erhält: 

ul I "f" '^4 "l -'•■Ä T" ••••• • • • • — ^ JL — — ^ Jkn 

* ^ -p J: j "T" X j "T"...«. ^^ J =^ .«ö Yp 

/» I "i" ^ j "t* ^3 r" ••••• • • • • • ^^ ^ — — ^a Jup 

(F,Ä,-Z^y,) + (F,Ä,-Z,yj)-t- ^L^2(YpZp-Zpyp) 

(Zj x^ — JTj Äj ) + (Zj X2—X2Z2) + =» M=2(ZpXp -Xp Zp) 

(X^y^— Fia?,) + (Xjyj-F2a^) + ^ N ~. 2(^Xpyp^YpXp) 

wo durch das vorgesetzte Summenzeichen 2 und durch die an die drun- 
ter stehenden Buchstaben angehängten Indices p die Summe aller analogen 
Terme ausgedrückt sein soll, welche man erhält, wenn man diesem Index 
p allmählig alle- Werthe : 1 , 2 , 3 , . . . n d. h. so viele Werthe zuertheilt, 
als verschiedene Kräfte an dem Körper wirken. 

Da nun offenbar in einem praktischen Fall nicht die einzelnen Seiten- 
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kräfte X, F, Z, 8ond«ni die ganze Kraft P und deren Riditmg , natOf'^ 

lieh durch ihre Neigungswinkel a, /?, y gegen die drei Coordinaten-Axen, 
gegeben ist, so wird es auch zweckmässig sein, die genannten Ausdrücke 
in der hiernach sich ergebenden Ferm Tor Aogefi zu haben. E« wird 
alsdann : 

X=: 2Pp . €08 ap 

Y = 2Pp.eo8ßp 

Z=2Pp.cosYp 

L = SPp.(jSp,co8ßp — yp.eosyp) 

M=a 2Pp . (Xp . €08 fp — Äp . CO« it^ 

N^=2Pp . iyp . C08 ctp — Xp . C05 /9p) 

Die hiernach erhaltenen drei Kräfte X, F, Z in den drei rechtwink- 
ligen Coordinaten-Axen lassen sich nach S. 31 in eine einzige R zusammen- 
setzen, ^welche die Diagonale des von jenen gebildeten Parallelepipedums, 

also = ^X^ + F* + ^* ist; und ebenso lassen sich die drei in den drei 
Coordinaten-fibenen resultirenden Kräftepaare, deren Momente L, M, N 
sind^ nach S. 45 f. in ein einziges Paar yereinigen, dessen Moment G heis- 

sen soll, und welches nach der angezogenen Stelle = ^U+M^+N^ ist« 

Man gelangt also schliesslich zu einer einzigen Kraft Jl und einem 
einzigen Kräftepaar G. 

Soll nun das ganze System im Gleichgewicht sein, so haben wir 
schon S. 47 angemerkt, dass eine einzelne Kraft nicht einem Kräftepaar 
das Gleichgewicht halten kann, dass demnach R für sich und auch G für 
sich gleich Null werden muss. Hieraus folgt aber wieder sogleidi, da 
jede dieser beiden Grössen die Summe von drei Quadraten i«t, dass jeder 
ihrer Summanden gleich Null sein müsse, wodurch sich diese sechs Be- 
dingungsgleichungen des Gleichgewichts ergeben: 

P|Cüsa| + P2C08a2 + =X=0, 

P,cos/9j+PjCO«/?j + = F«0, 

P^ cos/i + Pj cosyt + =r Z= 0, 

Pii%iCO8ß^—y^c08y^) + ==i = 0, 

Pj (J^i cos/j — «1 C08a^) + =Af s=0, 

P^ (yi cosa^ — x^eosß^) + äJVätO, 

d.h. damit Gleichgewicht stattfinde, muss die Summe der 
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Compoaanten der gegebenen Kräfte in jeder der drei Axen 
und auch die Summe der Kräflepaare in jeder der drei Co- 
ordinaten-Ebenen, jedes für sich gleich NuU sein. 

Findet nun aber zweitens nicht Gleichgewicht statt, werden also diese 
eben genannten Gleichungen nicht erfüllt, so wäre es vielleicht mögficb, 
dass sich sämmtliche wirkende Kräfte auf eine einzige Kraft, welche R, 
so wie ihre Neigungswinkel gegen die drei CoordinaJen-Axen a, /?, y 
(ohne Index) und die Coordinaten ihres AnhefUmgspunkts w, y, z (eben- 
folJU ohne Index) heissen mögen, zurückfuhrmi liessen. Wenn eine sol- 
che ersetzende Kraft wirklich vorhanden ist, so muss, wenn zu den ur- 
sprüngUeh gegebenen Kräften eben diese Kraft in gerade entgegengesetz- 
tieia Sinn hinzugefugt wird, das Gleichgewicht hergestellt werden. Als- 
dann werden aber, indem X, Y u. s. w. ihre vorige Bedeutung als Sum- 
men von gewisseii. Grössen beibehalten, folgende Bedingungsgleichungen 

stattfiiiden müssen: 

J—Rcosa=Q 

r—Rco8ß — 

Z—Rcesy—Q 
L — R(zcosß — jfcosy)^ 
M — Jl {xeosy — sicosa):=iQ 
N ^ RXy cosa — xcotiß)=zO. 
Durch Quadrirung und Addirung der drei ersten Gleichungen ergibt 
siph Ä=V^» + ir* + Z* 

X 

und hieraus dann: cosa= , . , 

Vx» + y* + z^ 

Y 

'''^^^x^+-F^Tz'^ 

z 

' yJX^ + ¥^ + Z^' 
Durch Einsetzung dieser Werthe gehn die drei letzten Bedinguags^ 
gleichungen des Gleichgewichts in folgende über: 

i — FÄ+ZyssO. 

N—Xy + Yx=:0. 
Mäa überzeugt sich lefcht, dass hieraus keine bestimmten Werthe 
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für x^ y, z d.h. ffir die Coordinaten des Anheftungspunkts der Resul- 
tante erhalten werden können und dass überhaupt diese drei Gleichungen 
nur dann neben einander bestehn können, wenn der Bedingung 

LX+MT+NZ—Q 
genügt wird. — Wird nun aber diese Bedingung erfüllt, so bedeuten 
diese drei Gleichungen eine gerade Linie und zwar einzeln die respecti- 
ven Projectionen auf die yz, zxy xt^ Ebenen. Dieses hat natürlich einen 
ganz ordentlichen Sinn; denn da es bekanntlich gleichgiltig ist, in wel- 
chem Punkt einer geraden Linie eine Kraft angebracht wird, so darf man 
auch keinen einzelnen Anheftungspunkt der Resultante erwarten , sondern 
nur eine gerade Linie, welche die Richtung derselben angibt. Obige drei 
Gleichungen bilden also die Gleichung der Resultante. Diese drei 
<yleichungen haben aber nur dann Giltigkeit und es eiistirt also nur dann 
eine Resultante, wenn der Gleichung LX + MY+NZ^sQ 

genügt wird. Dieses wird daher die Bedingung sein, welche erfüllt wer- 
den muss, damit dem gegebenen System von Kräften durch eine einzige 
Kraft R das Gleichgewicht gehalten werden könne, oder dass jene Kräfte 
eine Resultante haben. Man muss hier aber noch einen speciellen Fall 
ausschliessen , nämlich den, dass X, T, Z jedes für sich =0 wird, dann 
würde R ebenfalls «»0 und es müssten sich die drei Kräftepaare unter 
einander das Gleichgewicht halten, was nicht anders möglich ist, als wenn 
jedes einzelne für sich =0 ist. — Der zweite eiceptionelle Fall, dass je- 
des der drei Momente £, M, N für sich gleich Null würde, hat hier kei- 
nen wesentlichen Einfiluss, da hierbei die Resultante R immer einen end- 
lichen Werth' haben könnte. 

Wenn aber der erste specielle Fall nicht stattGndet, so gibt es eine 
bestimmte Resultante und deren Richtung wird durch ihre Durchschnitts- 
punkte mit den drei Coordinaten-Ebenen bestimmt, indem sich die Coor- 
dinaten dieser Durchschnittspunkte in den respectiven Ebenen in folgender 

Weise ergeben: 

TM 
in der xyEbene^ wenn man « = setzt: y = — y ,a:= -y,! 

M N 

in der yxEbene, wenn man «»0 setzt: ä = — "^'^^"t» 

N L 

in der xucEbene, wenn man y = setzt: « = «>«== -y" 
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Auch selbst aus diesen allgefneinen Werlhen der Coordinaten des 
Durchschnittspunkts der Besultante mit den drei Coordinaten-Ebenen er- 
gibt sich unmittelbar, dass bei dem vorhin ausgeschlossenen Fall keine 
Resultante existiren kann; denn wenn, wie es dort präsumirt wurde, JT, 
F, Z, jedes für sich =0 wäre, so würden sämmtliche hier erhaltene 
Coordinaten des Anheftungspunkts der Resultante unendlich gross werden, 
d. h. es würde die Richtung der Resultante selbst in die Unendlichkeit 
fallen, was offenbar keinen verständlichen, endlichen Sinn gewährt. 

Scholie. Es dürfte nicht ohne Interesse sein, hier folgende Be- 
merkung mit beizufügen. Wenn I, M, iV in dem (S. 45) angegebenen 
Sinn die Axen der resultirenden Kräftepaare in den drei Coordinaten* 
Ebenen bedeuten und wenn man durch l, fi, v die Winkel bezeichnet, 
welche die Axe des aus diesen resultirenden Kräftepaars G mit den drei 
rechtwinkligen Coordinaten* Axen bildet , so erhalt man nach S. 46 : 

5 I M N 

eosl = -jr, cos fx = -^^, cos v = 



C ' ^ G' G' 

Wenn zweitens die Winkel der aus den einfachen Kräften X, F, Z 
hervorgehenden Resultante Ä mit denselben drei Axen durch a, /?, y be- 
zeichnet sind, so wird nach S. 32: 

X Y Z 

cosa = ~, cosß = -^, cosy = — . 

Drittens ist aber S.48 bemerkt worden, dass einem Kräftepaar und 
einer einzelnen Kraft R nur in dem einzigen Fall durch eine gleiche und 
entgegengesetzt wirkende Kraft —R (die beiläufig in einer entspre- 
chenden Entfernung, d.h. an einem entsprechenden Hebelarm ange- 
bracht ist) das Gleichgewicht gehalten werden kann, wenn Kraft und 
Kräftepaar in einerlei Ebene wirken. 

Hieraus folgt, dass die Axe C, als senkrecht stehend auf der Ebene 
des resultirenden Kräftepaars, mit der resultirenden Ä einen rechten Win- 
kel machen, dass man also nach einem bekannten Satz der analytischen 
Geometrie folgende Bedingungsgleichung haben müsse: 

cosX.cosa^cosfz.cosß + cosv,cosy=zO 
oder indem man die vorhin genannten Werthe der Cosinusse einsetzt: 

I.J+if.F+iV.ZssrO, 
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welches die oben angegebene Bedingsngsgleicbiiog für die Möglicbkeit einer 
einzigen Resultante mehrer gegebener Kräilte war. 

Besondere Bemerkung. Die drei letzten Bedingungsgleichim- 
gen des Gleichgewichts, i=0, Jf=0, ^=0, welche die AnnuHirung 
der resuUirenden Kräftepaare in den drei Ceordinaten-Ebenen ausspreeheir, 
lassen sich noch in andre Form und in andre Ausdrucksweise bringen. 
l>enn nimmt man (um die Dednction der schon einmal benutzten Figur 
XVII anzupassen) z. B. einen Term aus der zweiten der obigen Bedin- 
gungsgleichungen heraus, also: 

Pi s^ cos yj — Pj %i cos of| 

so bedeuten diese Glieder, einzeln betrachtet, nichts Anderes als respec- 
tive die Momente der Kräfte I^^=^P^cosy^ und Xf=:P|C0Ja| in Bezog 
auf den Punkt C, d.h. in Bezug auf denjenigen Punkt, in weldem die 
durch die Richtungen der beiden genannten Kräfte (welche die in den 
Richtungen der beiden Coordinalen^Axen liegenden Composanten der Kraft 
Pj sind) gelegte Ebene B^DCG die Y-Axe rechtwinklig triflt. Diese bei- 
den Kräfte Z^ und X| lassen sich natürlich in eine einzige rusukirende 
Kraft vereinigen, welche 

= VVTX7"== yJPi^.cosy^^ + P^^.coaa^^ 

oder, da im Allgemeinen cosa^-i- cosß'^ + cosy^=l ist, 

=^P^.sinß^ 

sein wird. Diese Resultante mag fQr einen Augenblick durch IT bezeich- 
net werden und nach B^ U gerichtet sein. Sie ist notfawendig die Pro- 
tection der Kraft P^ auf die Ebene jBjl>rG. Wenn man' nun weiter geht 
und Ton dem Durchschnittspunkt C nach dem Anheftungspunkte B^ eine 
gerade Linie und auf dieser in Bj eine senkrechte KL errichtet; hierauf die 
Kräfte Z^^P^cosy^ und Xj=:P| coscti , so wie auch deren Resultante 
U=Pi sinßf , jede in zwei Seiienkräfte nach im Richtungen R^C und KL 
zerlegt, so werden die drei Composanten in jeder der beiden RiehlnngeD 
sich das Gleichgewicht halten müssen. Es werden aber dieselben in* dei? 
Richtung von KL: 

Z^.cosZ^B^K, X^.c0$X^B^L upd ü.cosüB^L 
Nun ist aber der Winkel Zj B, K^B^ CD, sein Cosinus also = ^ =: 7^ ; 
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ebenso ^ X|JB|£=:ff|(7G, der Cosinus also =: Tio^^^T^ ^^^ 

< tfir.I=CBiH=90»— B.Cff, also cosüB.L^sinB^CH^^^^ßi^ 

wenn man das von C auf die Richtung der Resultante U gefällte Perpen* 

dikel CH==Pi setzt. Setzt man jetzt diese Ausdrucke und auch die oben 

angegebenen Werthe für Z^, X|, ü ein, so werden die drei nach KL 

gerichteten Kräfte: 

PjJ^iCosy^^ P^z ^ cosa^ ^ PiP^ 'sinß^ 
CB^ CB^ CB^ 

Diese drei Kräfte müssen sich das Gleichgewicht halten, und da auch 

schon aus der Beschaffenheit der Construction nothwendig folgt, dass die 

eine von ihnen auf die eine Seite von B^ und die andern beiden auf 

die andre Seite fallen, so muss die eine gleich der Differenz der beiden 

andern sein; man wird daher erhalten: 

Pi jr|COgy^ Pi% ^e osa^ __ P^p^zinß^ 

CB^ CB^ CB^ 

oder: 

Pi JP| C05yi — P| «4 cosa^ ^PtPi ^inß^. 
Es ist aber P^sinß^ die Projection der Kraft P^ auf die x« Ebene und 
Pi ist zugleid) die kürzeste Distanz der FAxe von dieser Projection, da- 
her wird PiPiSinß^ das, was man das Moment der Kraft P| in 
Bezug auf die Axe F nennt. 

Die drei letzten Gleichungen des Gleichgewichts können daher auch 
so ausgesprochen werden: Es müssen die Summen der Momente 
der einzelnen Kräfte inBezug auf jede der drei rechtwink- 
ligen Coordinatenaxen gleich Null sein. 



Corollar. Ein ganz specieller Fall für die Bestimmung des Gleich- 
gewichts gegebener Kräfte darf hier nicht übergangen werden. Es ist 
nämlich der, wenn sämmtliche Kräfte in unter einander parallelen Rich- 
tungen wirken. * 

Es ist offenbar gestattet, das Coordinaten - System sich so gelegt zu 
denken , dass die gemeinsame Richtung der wirkenden Kräfte parallel mit 
etiler der drei Azen , z. B. mit der Z Axe , geht* Unter dieser Voraus- 
II. 5 
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Setzung Jbaben ^ir natQrlich in obigen sechs allgemeinen Bedingungsglei- 
chungea des Gleichgewichts alle Winkel a und ß, das sind die Winkel 
der Richtung der Kräfte mit der X und FÄxe gleich einem rechten Win- 
kel, ihre Cosinusse also =0 und alle Winkel y, d.h. die Winkel der 
Richtung der Kräfte mit der ZAxe =0, also ihre Cosinusse =1 zusetzen. 
Biernachreduciren sich diese sechs Gleichungen auf nur folgende drei: 

P^+P^+P^ + =0 

PiX^+P^x^+P^x^ + =0 

Die beiden letzten Gleichungen geben zunächst zwei Kräflepaare , das eine 
parallel mit der yzEhene, das andre parallel mit der a;^ Ebene/ die 
sich beide wieder in eines vereinigen lassen, welches, für den Fall des 
Gleichgewichts, yerschwinden muss. Da aber ein resultirendes Kräftepaar 
nicht anders verschwinden kann, als wenn jedes der beiden componiren- 
den Paare für sich der Null gleich wird, so erhält man die beiden obigen 
Summen einzeln = 0. 

Hiernach können wir folgenden Satz aussprechen: 

Parallele Kräfte sind im Gleichgewicht, wenn dieSumme 
aller Kräfle == ist, und auch die Summen der Momente in 
Bezug auf zwei sich schneidende Ebenen, die parallel mit 
der HichtjUng der Kr.äfte sind, = «ind. 

In der hier angewandten Deduction stehn zwar noch beide Ebenen 
auf einander senkrecht. Es bleibt aber dasselbe Gesetz bestehn, wenn 
dieselben auch irgend einen andern Winkel (nur nicht =: 0) mit einander 
bilden; man muss alsdann nur unter s und y die schiefwinkligen Coor- 
dinaten der einzelnen Änheftungspunkte verstehn. 

Wenn nun ferner die Kräfte sich nicht das Gleichgewicht hielten, 
dieses aber durch Hinzufügung der Kraft — £ in dem Punkt jr, y her- 
gestellt werden könnte, so ergeben sich zur Bestimmung dieser Resul- 
tante nach S. 61 folgende Gleichungen: 

fi=Pj+Pj+P3 + 

Äl/=^iyi +^22/2+^3^3+ 

Rs^P^s^+P^s^+P^s^+ 

Es ergibt sich natürlich kein bestimmter Werth (für d^ ;9^Coor(}ii^4e 
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dee AttheUuogHmokts der Rewliante, sonderii nur eine auf der jry-Ebene 
senkrechte Limie, die in dep respectiveo Entfernungen 

^_ Piyi+f2y»+f«y» + 

P,s,+P^s^ + P,s, + 

P,+P,+P3 + 

parallel mit der sx^ und y^- Ebene geht. 

Hierbei dürfte es zweckmässig sein, eine analoge Bemerkung bei- 
zufügen , wie wir sie S. 21 gemacht haben. Denken wir uns nämlich 
das ganze System von Kräften so gedreht, dass ihre Anheilungspunkte 
dieselben bleiben, und ihre Richtungen auch wieder, obwohl in andrer 
)Lage, unter einander parallel gehn, so erhalten wir wieder eine gewisse 
gerade Linie als Richtung der Resultante. Es ist leicht ersichtlich, dass 
alle diese Resultanten bei den verschiedenen Lagen sich in einem und 
demselben Punkte schneiden werden, dessen Coordinaten sich leicht be- 
stimmen lassen. Denken wir uns nämlich das System so gedreht, dass 
alle Kräfte parallel mit der FAxe gehn, so erhalten wir: 

R^P^+P^+P^+ 

PiZ^+P^Z^ + P,Z, + 

Pi+P2+Pz+ 

PiS,+P^X^+P,S,+ 

P, +P, +P, + 

Nehmen wir hierzu noch den vorhin gefundenen Werlh von y, so ist der 
Punkt, welchen man den Mittelpunkt der parallelen Kräfte nennt, 
vollständig bestimmt. 

S. 9. 
In den vorigen $$. sind die Bedingungen entwickelt, welebe erfüllt 
werden mA9iS§n, damit eip K5rper oder ein System von Punkten, auf 
welches beliebige Kräfte wirken, im Gleichgewicht gehalten werde; oder, 
wenn dieses nicht sta).tfand, wurden die nöthigen Bestimmungsstücke der 
Resultante, sobald eine solche möglich war, angegeben. Hierbei wurde 
stets stilUchweigend angenommen, dass der Körper vollkommen frei und 
einzig und allein dem Einfluss der an ihm angebrachten und auf ihn wir- 
kenden Kräfte unterworfen sei. Nun können aber offenbar solche Um- 
stände obwalten, die einen jaugensd^einlichen Einfluss auf den Zustand 

5» 
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eines KörpenS (in RQcksicht auf Ruhe oder Bewegung desselben) ansfiben« 
ohne geradezu als besondre Kräfte aurzutreten. Hierher wäre zu rechnen: 
ein fester Punkt, oder eine feste Linie innerhalb des Körpers, oder eine 
Oberfläche oder Curve, auf weicher der Körper zu bleiben verpflichtet ist 
Dieses soll jetzt in seinen Einzelnheiten durchgenommen werden. 

1) Gleichgewicht eines Körpers, welcher die Freiheit 
hat, sich in jedem beliebigen Sinn um einen festen Punkt 
zu drehen. 

Wenn es in einem Körper einen solchen Punkt gibt, um welchen 
sich derselbe in beliebiger Richtung soll drehen können, so heisst 
dieses doch offenbar, dass diesem Punkt die Befähigung zugeschrieben 
wird, stets dieselbe Stelle im Raum beizubehalten, oder dass er allen 
äussern Einwirkungen einen bestimmten Widerstand entgegenstellt. Die- 
sen Widersland werden wir uns als eine gewisse dem Punkt innewohnende 
oder in ihm wirkende Kraft denken können, die durch ^ bezeichnet wer- 
den mag. Fugen wir nun diese unbekannte Kraft zu den übrigen auf 
den Körper einwirkenden Kräften hinzu, so werden wir von der an- 
genommenen Festigkeit des einzelnen Punktes abstrahiren und den Körper 
als vollkommen frei betrachten und deshalb die obigen (S. 61) gefundenen 
allgemeinen Bedingungsgieichungen des Gleichgewichts auf ihn anwenden 
können. Nehmen wir daher den festen Punkt zum • Anfangspunkt der 
Coordinaten und nennen wir ^, tj, ^ die drei rechtwinkligen Composanten 
der Kraft p, so werden, mit Benutzung der an angezogener Stelle an- 
gewandten Bezeichnung, folgende Gleichungen gelten: 

z=o, iif=o, i\r=o. 

Da nun aber der fragliche Punkt als fest angenommen ist, so wird die 
seinen Widerstand repräsentirende Kraft q, also auch deren Composanten 
Sy V^ ^' S^"^ beliebig grosse Quantitäten sein können ; es wird daher den 
drei ersten der genannten Gleichungen unter allen Umständen durch pas- 
sende Annahme dieser Grössen |, rj, ^ genügt werden können. Es wird 
daher Tür das Gleichgewicht eines Körpers, der die Freiheit 
hat, sich um einen festen Punkt zu drehen, nur die Erfüllung 
dieser drei Gleichungen erforderlich sein: 

X=0, J»f=:0, if=0. 
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d. h. es müssen die Momente der Kräfte in Bezug auf jede 
der drei rechtwinkligen Axen gleich Null sein. 

Der Widerstand, den der feste Punkt zu leisten hat, oder der 
Druck, den er erleidet; ist natürlich = — p, oder, nach der Richtung 
der drei Axen geschätzt: 

2) Gleichgewicht eines Körpers, welcher die Freiheit 
hat, sich um eine feste gerade Linie zu drehen. 

Die Drehungsaxe können wir uns als eine gerade Linie denken, welche 
zwei feste Punkte verbindet, so dass wir in Stelle einer festen Linie diese 
einfachere Vorstellung gewinnen: es seien in dem System zwei feste 
Punkte gegeben. Nennt man nun diese beiden festen Punkte Ä und B, 
deren Entrernung von einander = d, und nimmt den einen Punkt, etwa 
Ä^ zum Anrangspunkt der Coordinaten und die Linie AB zur XAxe, so 
werden wir die Widerstände, welche die beiden Punkte leisten, als zwei 
Kräfte q und q' betrachten können, welche in diesen Punkten wirken. 
Die Kraft (>, welche im Anfangspunkt A der Coordinaten wirkt, zerlegt 
sich augenblicklich in drei Seitenkräfte ^^ rj, ^, welche nach den Axen 
selbst gerichtet sind; die zweite Kraft q* im Punkt B zerlegt sich in drei 
mit den Axen parallele Seitenkräfte ^' , 7]\ ^\ Die Composatite S\ 
welche schon in der X Axe selbst liegt, lässt sich unmittelbar in dem An- 
fangspunkt angebracht denken, die beiden andern aber rj* und ^' geben, 
wenn man sie nach A überträgt, erstlich in den beiden Axen die Kräfte 
t]* und ^S und ausserdem in der sy- und ^2^-Ebene zwei Kräftepaare 
mit den respectiven Momenten rj^d und ^'.d. — Da wir nun nach 
Hinzufügung dieser beiden Kräfte q und q* das System als ein ganz freies 
betrachten und deshalb die allgemeinen Gleichungen des Gleichgewichts 
darauf anwenden können, so erhalten wir: 

L=:0, Jf+^'.d— 0, N—fi'.d—O 

Da alle sechs Gleichungen, mit alleiniger Ausnahme von £=0, durch 
passende Annahme der Kräfte q und q^ stets erfüllt werden können, so 
sieht man, dass einKörper, der dieFreiheit hat, sich um eine 
Axe zu drehen, im Gleichgewicht sein wird, wenn 

1=0, 
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d. h. wena die Summe der Momente »Her Krlft« in Betug 
auf die ZAxe, d. i. iu Bezug auf die Dfebungsaxe, gleich 
Null ist. 

Zur Bestimmung des Drudis, den die beiden festen Punkte in den 
Richtungen der einzelnen Axen erleiden, ergibt sidi 

Hier ersieht man, dass sich in der Richtung der JAxe der Druck auf 
die beiden Punkte nicht für jeden besonders ergibt, sondern nur der 
Summe nach, was auch in der Natur der Sache begründet ist, da beide 
Punkte, als mit einander auf unyeränderliche Weise verbunden, eigentlich 
nur ein Ganzes bilden. 

3) tileicbgewicht eines Körpers, welcher sich in einem 
oder in mehren Punkten gegen eine feste Ebene stützt. 

Wir nehmen diese feste Ebene zur xy Ebene an und setzen zunächst 
voraus, dass der Körper nur in einem einzigen Punkt Ä auf die Ebene 
drückt« Wählen wir noch diesen Punkt zum Anfangspunkt der Coordi- 
naten, so wird der Widerstand durch eine Kraft zu ersetzen sein, welche 
nur in der Richtung der ZAxe wirkt; deshalb werden die Bedingungs- 
gleichungen des Gleichgewichts eines solchen Körpers folgende: 

X=:0, r=o, Z+?=0, 

X=:0, JJf=:0, N—d. 

Es müssen also die beiden ersten und die drei letzten Bedingungen stets 
erfüllt werden, während der dritten stets durch die beliebig anzunehmende 
Kraft ^ genügt werden kann. 

Wenn sieb zweitenis ein Körper in zwei Punkten Ä und B gegen 
eine Ebene stützt, so nehme m»n wieder diese Ebene zur «ry Ebene, die 
Linie AB zur XAxe und A zum Anfangspunkt der Goordin^len an. Der 
Widerstand des Punktes A wird eine Kraft ^ geradezu in der ZAxe geben, 
der Widerstand des Punktes* B gibt zunächst eine Kraft ^' in der a;«Ebco8, 
parallel mit der Z Axe, oder wenn man sie nach A hin verlegt, eine Kraft 
^* in der ZAxe selbst und ein KräCtepaar in der jrt; Ebene mit dem Mo- 



_ 71 — 

meM %*.of, wenn die Entfernung des Punktes B von A doreh a^bls* 
zeichnet wird. Hiernach werden die Bedingungsgieichungen des GMch- 
gewiebts 

Die auf den Körper wirkenden Kräfte X, F, Z haben iiier offenbar eine 

Resultante =V-X'^+ K' + Z*=— (?+ ^0; die Bedingnngsgleichung dafür 
wird auch erfüllt, da J/;+ Fif + Z2^=0.0— O.^'a' — 0.(^ + t')=e '^t. 
Diese Resultante steht offenbar, weil X=0 und F=0 ist, senkrecht auf 
der xyEbene, die Coordinaten ihres Durchschnittspunktes mit dieser sind 
nach S. 62: 

d. b. die Resultante triiTt die Linie AB zwischen den Punkten A und By 

weil YITF* ' ^' ^^^ echter Bruch ist. 

Wenn endlich der Körper sich in drei oder mehren Punkten geges 
eine Ebene stutzt, so sei wieder diese Ebene die j^^ Ebene, der erste 
Punkt, welcher A heissen mag, der Anfangspunkt der Coordinaten; fer-^ 
ner werde die Verbindungslinie Ton A mit dem nächsten Punkt B als 
die XAxe angenommen, und zwar unter der Voraussetzung, dass alle 
folgenden Punkte auf einer und derselben Seite von der Linie AB liegen, 
damit alle FCoordinaten jener Punkte positive Grössen werden ; ebenso 
wie auch der Anfangspunkt A so gewählt sein soll, dass alle XCoordina-* 
ten der übrigen Punkte positiv sind. Indem man nun natürlich den 
Widerstand jedes einzelnen Stützpunkts als senkrecht gegen die x^ Ebene 
annehmen muss, so wird, wenn man jeden dieser Punkte ^, C, D, ... 
durch ihre Coordinaten a', b*\ a", 6"; .... bezeichnet, jede einzelne der 
den entsprechenden Widerstand ersetzenden Kräfte, nach ihrer Ueber- 
tragung nach dem Anfangspunkt der Coordinaten, ersetzt werden durch 
folgende drei Stücke: 1) eine ihr gleiche Kraft im Anfangspunkt A der 
Coordinaten, und zwar wirkend in der ZAxe selbst, 2) ein Kräftepaar 
in der ]^ Ebene, bd welchen diese stlbe Kraft an^ einem Hebelarm, gleieb 
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der yCoordinate des entsprechenden Punktes wirkt, 3) ein KrAftepaar in 
der jr2; Ebene, bei welchem dieselbe Kraft an einem Hebelarm, gleich der 
xCoordinate des entsprechenden Punkts wirkt. Indem wir nun tbeils die 
Kräfte in der einzelnen Axe, tbeils die Kräftepaare in den einzelnen Coordi- 
natenebenen zusammensetzen, erhalten wir folgende erforderlichen 
Bedingungsgleichungen eines sich gegen eine beliebige 
Anzahl von gegebenen Punkten einer Ebene stützenden 
Körpers: 

x=o, r=o. z+f+S' + C" + r" + «0; 

X— S".5"~?'".5'"-...=:e, J|f+g'.a' + ?'.a'' + = 0,2^=0; 

von denen naturlich nur die beiden ersten und die letzte durch die auf 
den Körper frei wirkenden Kräfte erfüllt werden dürfen, da die dritte, 
▼ierte und fünfte durch die Willkürlichkeit der Kräfte ^ stets erfüllt wer- 
den können* Wenn hier eine unbestimmte Anzahl von Stützpunkten 
des Körpers angenommen wird, so ist leicht aus der Form dieser Glei- 
chungen ersichtlich, dass der Widerstnnd, den jeder einzelne dieser Stütz- 
punkte zu leisten, oder der Druck, den jeder dieser Punkte zu erdulden 
hat, oder die Grösse der einzelnen Kräfte ^ nicht zu bestimmen sein wird, 
sondern in der Regel nar die Summe derselben. Nur in dem einzigen 
Fall, wenn nicht mehr als drei Stützpunkte angenommen werden, haben 
wir die nöthige Anzahl von drei Gleichungen zur Bestimmung der drei 
unbekannten Kräfte, nämlich: 



woraus man erhält: 









«==-^+--* 5^a 



Da die auf den Körper frei wirkenden Kräfte loffenbar eine Resultante 
haben müssen , weil der Bedingung XI + Fif + ZN^=^ genügt wird und 

VIhTTM-^— — (C + S' + ?') » also ^ ist, so ergeben sich nach 
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S. 62 die Coordinaten des Darcbscbnittopimku dieser Resoltante mit 
der «^ Ebene: 

Denkt man sich nun z. B. die Lage der drei Punkte A, B, C so, wie sie 
in Fig. XVIII. verzeichnet ist, wo also AB=a', AB=t^', CD=b" be- 

d€uten, so folgt, da ^ £ w,; und auch r^C' + n' »«i*»^«n^»8 «'^ 
echter Bruch und a'^a*' ist: 

Dieses heisst doch aber natörlich nichts Anderes, als dass die hier ge- 
fundenen Coordinaten des Durchschnittspunkts der Resultante mit der 
jy Ebene respectire kleiner als die Höhe CD und kleiner als die Grund- 
linie AB des in der Figur verzeichneten Dreiecks ABC sind, dass also 
dieser Punkt innerhalb dieses Dreiecks ABC fallt. 

Hierdurch ergibt sich rückwärts, wenn auf einen Körper, der sich 
gegen drei Punkte einer Ebene stützt, beliebige Kräite wirken, so wird 
der Körper im Gleichgewicht stehn, sobald die Resultante derselben die 
stutzende Ebene innerhalb des von den drei Stützpunkten gebildeten Drei- 
ecks trifft. Der Druck, den alle drei Stützpunkte erleiden, ist durch die 
vorhin geAindenen Werthe der drei Grössen ^, ^', ^'' gegeben; wenn 
mehr als drei Stützpunkte vorhanden sind, so vertheilt sich der Druck 
auf die einzelnen Punkte nach keinem bestimmten Gesetz« 

4) Wenn sämmtliche Kräfte nur auf einen einzigen Punkt wirken, so 
reduciren sich die sechs aHgemeinen Bedingungi&gleichungen des Gleich- 
gewichts nur auf die ersten drei: X=0, 7=0, Z=0, wie es schon S. 31 
angegeben wurde. 

Setzen wir nun den specielien Fall , dass der sollicitirte Punkt nicht 
ganz frei ist, sondern 

a) dass er verpflichtet ist, stets auf einer gegebenen 
Oberfläche, deren Gleichung £ = sein mag, zu bleiben» 
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dass er ütb also in einem gegebenen Punkt gegen dieae OberMcbe aMtze; 
80 werden wir von dieser Bedingung genügende Rechnung (rag^, wenn 
wir das Verlangen stellen , dass die Resultante sdAimtlicher auf den Punkt 
wirkenden Kräfte auf der gegebenen Oberfiäcb^ senkrecht stehe, also nach 
der Normale derselben gerichtet sei. Wir werden' daher den Punkt als 
einen ganz freien betrachten können, wenn wir den' Widerstand der Ober- 
jQdche durch eine ihrer Intensität nach beliebige Kraft N ersetzen, deren 
Richtung nur mit der der Normale zusammenfällt. Nennt man nun 
Xy la, V die Winket, welche diese RicktuDg mU den drei Coordinaten- 
Axen bildet, so werden die rechtwinkligen Composanten der Kraft N: 

N.cosX, N.eosfiy N.cosv 
und dadurch erhalt man als die im vorliegenden Pal! ^forderlichen Be- 
dingungen des Gleichgewichts: 

N,cosX+X=£0, 

JV.co«v + Z=0. 

Die Winkel X, fi, v, als die Winkel einer Normale fftr die Oberfläche^ 
£=sO, werden nach einem bekannten Satz der analytischen Geometrie 
durch folgende Gleichungen bestimmt: 

cos ^ = F. -— 
dx 

'^ dy 

eosr^sV^-r- 
dx 

wenn man der Abkürzung wegen 

1 



F==:4 



^ 



setzt. Hierdurch gehen aber die vorigen drei Gleichungen in folgende über: 

N.V.^ + I^O 
dx 

dL 

iV.F.— + r=o 

dy 

dl 
W.F.— +Z==0 
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woraus man nach Elimination des N «rbält: 

dx dy 

duB dz 

welche die beiden erforderlichen Bedingungsgleichungen 
des Gleichgewichts eines Körpers sind, der sich gegen 
eine Oberfläche L = stützt. 

Wenn die Lage des soUicitirten Punkts nicht geradezu gegeben ist, 
sondern nur die Natur der auf ihn wirkenden Kräfte, so kann die Frage 
gestellt werden, an welche Stelle der Oberfläche der Punkt verlegt wer- 
den müsse, damit die Resuhante der auf ifin wirkenden Kräfte normal 
zur Oberfläche wäre. — Diä Antwort darauf ist ersichtlich diese, dass 
man aus den beiden gefundenen Gleichungen des Gleichgewichts 

^ dL ^ dL ^ 

dx ay 

dL ^ dL ^ 

dx dz 

und aus der Gleichung der Oberfläche 

X = 
die drei Coordinaten jt, y^^z bestimmt. 

b) Wenn der sollicitirte Punkt verpflichtet ist, auf 
zwei Oberflächen L = und iL'=0 zu gleicher Zeit, d. h. auf 
ihrer Durchschnittscurfe, d. h. auf einer gegebenen Curve 
doppelter Krümmung zu bleiben, so wird die Resultante der auf 
den Punkt wirkenden Kräfte mit den beiden Normalen, die man in diesem 
Punkt an die Oberflächen zieht, in einerlei Ebene liegen müssen , damit sich 
dieselbe in zwei nach diesen Normalen gerichtete Composanten zerlegen lasse. 
Den Widerstand der beiden Oberflächen wird man daher durch zwei 
in den Normalen liegende Kräfte iV und JV' ersetzen können, und wenn 
man diese zu den übrigen Kräften hinzulugt, von den Oberflächen ganz 
abstrahiren und den Punkt als vollkommen frei betrachten dürfen. 

Nennt man nun X, (i, v und X\ ju% v* die Winkel der Normal- 
Kräfte N und N' mit den Axen, so wird man diese Bedingungsgleicbun- 
gen erhalten: 
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N.eoiX + ir.eosX'+X^iO 

N.cosfi + N*.eosfi'+ r=0 

N.C08V + N' . eosv' + Z=0 
oder wenn man durch Y* die analoge Grösse in Bezug auf die zweite 
Oberfläche £'=0 bezeichnet, als Torhin Y in Bezug auf 1=0: 

dx ax 

äy dy 

dL dV 

N. V.^+N\ r.^ +7=0 
dz dz 

woraus man durch Elimination von N und N^ erhUt: 

f dy dz dz dy f 
dL dL' dL dL' 



JL ya — • — — — • — 5 
( dz dx dx dz ( 



+ /.!^^-^-^-^|=o, 



\ dx dy dy dx 
welche die Bedingungsgleichung des Gleichgewichts eines 
Punktes ist, welcher verpflichtet ist, auf einer Curve dop- 
pelter Krümmung zu bleiben. 

Wenn dem sollicitirten Punkt noch nicht eine feste Stelle auf der 
gegebenen Curve doppelter Krümmung angewiesen ist, sondern wenn es erst 
bestimmt werden soll, wo er sich auf derselben befinden muss, damit die 
Resultante der ihrer Natur nach gegebenen Kräfte mit den Normalen der 
beiden Oberflächen in einerlei Ebene liegen, so wird man nur die soeben 
gefundene Gleichung des Gleichgewichts mit den Gleichungen der beiden 
gegebenen Oberflächen, nämlich mit £ = und Z' = zusammenzustellen 
haben, um daraus die drei Coordinaten o?, jf, s des gesuchten Punkts 
finden zu können. 
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Dritte Torlesnns. 

Tbeorie des Schwerpunkts^ 

8. 10. 

Man nennt Schwerkraft (pe$ant$ur oder graviti) die un- 
bekannte Ursache, welche die Körper nach der Oberfläche der Erde treibt, 
sobald nicht irgend welche äussern Kräfte auf sie einwirken, sondern sie 
sich selbst überlassen sind. Sie wohnt jedem kleinsten materiellen Theil- 
eben des Körpers inne und strebt, denselben in senkrechter Richtung 
gegen die Erdoberfläche, d. h. in vertikaler Richtung fortzubewegen. 
Die Erfahrung hat gezeigt, dass die Intensität dieser Kraft verschieden 
ist in verschiedener Entfernung vom Mittelpunkt der Erde, dass sie näm- 
lich im umgekehrten Verhältniss des Quadrats der Entfernung von diesem 
steht. Ebenso ist sie auch verschieden an verschiedenen Stellen auf der 
Oberfläche der Erde , unterm Aequator ist sie am geringsten, unterm Pol 
am grössten, sie nimmt mit dem Quadrat des Sinus der Breite zu. 

Obgleich nun die Richtungen der Schwerkraft der einzelnen Elemente 
eines Körpers sich alle in einem bestimmten Punkt, dem Mittelpunkt der 
Erde, viereinigen» also, streng genommen, convergirende Linien bilden, 
so wird man sie doch bei allen Körpern, die auf der Erde in dieser Hin- 
sicht der Untersuchung unterworfen werden, als parallel betrachten kön- 
nen, da die Entfernungen der einzelnen Punkte eines solchen Körpers 
im Vergleich mit der Entfernung vom Mittelpunkt der Erde als verschwin- 
dend, die Winkel also, welche die Richtungen ihrer Schwerkräfte an die- 
sem Mittelpunkt bilden, als unendlich klein anzusehn sind. Weil nun 
alle diese Kräfte, die auf die einzelnen materiellen Theile eines Körpers 
wirken. Parallel -Kräfte sind, so werden sie eine Resultante haben, 
die ebenfalls nach dem Mittelpunkt der Erde gerichtet ist, und diese ist 
das, was man die Schwere, das Gewicht (le poids) des Körpers 
nennt. Bei allen Körpern ist dieses Gewicht offenbar proportmal der 
Masse, also P^g.M^ 

oder auch P=:gDV, 

wenn P das Gewicht, M die Masse, D die Dichtigkeit, V das Vo- 
lumen des Körpers und g die Schwere der Einheit des Körpers bezeichnet. 

Da alle Punkte eines schweren Körpers durch parallele Kräfte soUi- 
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citirt werden, so folgt, dass, wenn man ihn in verschiedene Lagen in 
Bezug auf die Riebtungen dieser Kräfte bringt, ihre Resultante beständig 
durch einen bestimmten Punkt geht. Diesen Punkt haben wir oben S. 21 
und S. 67 Hittelpunkt der parallelen Kräfte genannt, hier heisst 
er der Schwerpunkt. Seine charakteristische Eigenschaft ist offenbar 
die, dass der zugehörige Körper in allen möglichen Lagen am den- 
selben im Gleichgewicht bleibt, wenn nur dieser Punkt fixirt ist, weil 
stets die Resultante aller unendlich Tielen einzelnen Schwerkräfte stets 
durch ihn geht. 

Es wird aber auch offenbar der Körper im Gleichgewidit bleiben 
müssen , wenn man einen solchen Punkt desselben in vertikaler Biohtung 
festhält, dass dieser und der Schwerpunkt des Körpers in einerlei Verti- 
kale liegen. Der befestigte Punkt kann entweder oberhalb vom Schwer- 
punkt oder unterhalb desselben liegen; im ersten Fall ist der Körper auf- 
gehängt , im zweiten ist er unterstützt. Man könnte hiernach den Schwer* 
punkt eines Körpers imit Leichtigkeit auf experimentellem Wege finden, 
indem man ihn an verschiedenen Punkten aufhinge und den gemeinsamen 
Durchschnittspunkt der verschiedenen Aufhängungslinien siiehte; jedodi 
tritt hier oft die Schwierigkeit der geometrisdien Construetion innerhalb 
eines Körpers hindernd in den Weg. 

§. 11. 

Da die am Schluss des vorigen $. angedeutete Methode zur Bestimm 
mung des Schwerpunkts eines Körpers nicht immer anwendbar ist, und 
da andrer Seils diese Bestimmung von der grössten Wichtigkeit ist, so 
muss ein andrer Weg eingeschlagen werden, und dieses ist der analytische. 

Man wird den Schwerpunkt eines Körpers oder eines ganzen Systems 
von Körpern leicht finden können , wenn man die Schwerpunkte einzelner 
Theile desselben kennt. Denn man kann sich alsdann dies« einzelnen 
Schwerpunkte als die Anheftungspunkte von parallelen Kräften denken, 
welche hier die Gewichte der einzelnen Theile sein werden, während der 
Schwerpunkt natürlich der Anheftungspunkt der Resultante aller dieser 
Composanten sein wird. Wir haben aber S. 66 zur Bestimmung der Re- 
sultante von Kräften , die alle der 7 Axe parallel gehn, folgende Gleichun- 
gen gehabt: 
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R^P^ + P^ + Pt+ 

Äy=Ayi+''2y, + P,yi + 

Denkt man sich nun die Richtungen aller dieser parallelen Kräfte so 
geändert, dass sie parallel mit der FAxe gehn, so werden die analogen 
Gleichungen : 

Ä = Pj+P,+P, + 

BajssPjfl?, +Pja7, + P,», + 

Ä« = P,«i+P,tf, + Pa«a + 

Aus diesen sechs Gleichungen, die sich natürlich auf vier reduciren, 
ergibt sich zunächst folgender Hilfssatz: 

Die Resultante (d. i. das Gewicht oder die Hasse des ganzen Kör- 
pers) ist gleich der Summe der parallelen Composanten (d. i. der Ge- 
wichte oder Massen der einzelnen Theile des Körpers) und die Momente 
der Resultante in Bezug auf jede der drei rechtwinkligen Coordinalen- 
Ebenen ist gleich der Summe der Momente der einzelnen Composanten 
in Bezug auf dieselbe Ebene. 

Da wir aber wissen, dass, wie wir auch die Richtung der parallelen 
Kräfte ändern mögen , immer dasselbe in Bezug auf ein neues Coordina- 
lensystem stattfinden wird, so werden wir umgekehrt jede beliebige Ebene 
im Raum als eine Coordinaten - Ebene betrachten können und dadurch 
folgenden ganz allgemeinen und zugleich auch ausreichenden Funda- 
mental-Satz zur Bestimmung des Schwerpunkts eines Körpers erhalten: 

Die Entfernung des Schwerpunkts eines Körpers oder 
.eines Systems von Körpern von irgend einer Ebene ist 
gleich jder Summe der Momen.te der Gewichte (oder Mas- 
sen) der einzelnen Theile in Bezug auf diese Ebene, divi- 
dirt durch die Summe aller Gewichte (oder Massen)- 

Qesti^nmt man aUo nach diesem Gesetz die Entfernungen dies SiChwer- 
punkts von drei niobt parallelen Ebenen, so findet man offenbi^r diela^ 



Wenn im specieUen Fall die Ebene, in Bezug auf welche die Momente 
genommen werden, .durch den Schwerpunkt gebt, so ist die Entfernung 
des Schwerpunkts von dieser mitflrlkh gleich Wall «nd man fladel: 
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Die Summe der Momente derMassen, inBemg auf eine 
durch den Schwerpunkt gehende Ebene, iat immer gleich 
Null. 

Dieses heisst in andern Worten ausgedrflckt: Die Summe der 
Momente der Massen auf der einen Seite der Ebene ist 
gleich der Summe der Momente der Massen, die auf der 
andern Seite liegent 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren: 

Wenn die Summe der Momente der Massen in. Bezug auf 
eine Ebene gleich Null ist, so liegt der Schwerpunkt des 
Systems in dieser Ebene. 

Wenn alle Schwerpunkte der einzelnen Theile eines Systems in einer 
Ebene liegen, so wird offenbar auch der Schwerpunkt des ganzen Systems 
in derselben Ebene liegen, und man darf daher die Momente nur in Be- 
zug auf zwei nicht parallele Linien in eben dieser Ebene nehmen , um 
die beiden erforderlichen Coordinaten des Schwerpunkts zu bestimmen. — 
Und liegen alle Schwerpunkte der einzelnen Theile auf einer geraden Linie, 
so wird auch der Schwerpunkt des ganzen Systems auf derselben Linie 
liegen, und man darf nur die Momente in Bezug auf eine einzige, diese 
Linie schneidende, Gerade nehmen, um die einzige erforderliche Coordinate 
des Schwerpunkts zu bestimmen. 

Aus dem bisher Gesagten ergibt sich durch ganz einfache lieber- 
legung, so dass es nicht nöthig sein dürfte, noch besondere Erläuterun- 
gen hinzuzufügen, folgender Grundsatz: 

Jede ebene oder körperliche Figuration, in welcher sich 
ein solcher Punkt findet, dass jede durch denselben gelegte 
Ebene die Figuration in zwei symmetrische Hälften theilt, 
hat diesen Punkt zu ihrem Schwerpunkt. 

Will man hier noch einen in dem Vorigen nicht enthaltenen Grund 
hinzufügen, so könnte es dieser sein: Wenn eine Ebene eine Figur sym- 
metrisch theilti so ist kein Grund vorhanden, weshalb der Schwerpunkt 
eher auf der einen Seite dieser Ebene liegen sollte , als auf der andern, 
er wird daher in der Ebene selbst liegen ; und da dasselbe für sämmtliche 
durch den angenommenen Punkt gelegte Ebenen gilt, so wird er in ihrem 
gemeinschaftlichen Durchschnitlspunkt liegen. 
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Unmiltelbare Folgerungen dieses Grandsatzes sind foIge»4e drei Sätze: 

1) Der Schwerpunkt einer durchgängig gleichmässig 
beschwerten geraden Linie ist der Mittelpunkt dieserLinie. 

2) Der Schwerpunkt der durchgängig gleichmässig be- 
schwerten Fläche eines Parallelogramms ist der Durch- 
schnittspunkt seiner beiden Diagonalen. 

3) Der Schwerpunkt des durchgängig gleichmässig be- 
schwerten Volumens eines Parallelepipedums ist der 
Durchschnittspunkt seiner vier Diagonalen. 

J. 12. 

Bevor wir zur allgemeinsten Theorie des Schwerpunkts übergehn, 
sollen in diesem §. die bekanntesten Schwerpunkts -Bestimmungen durch- 
gesprochen werden, welche sich mit Leichtigkeit auf elementarem Wege 
aus den, Sätzen des vorigen $. entwickeln lassen. 

Aufg. 1. Es soll der Schwerpunkt eines Systems gleich- 
mässig beschwerter gerader Linien (Umfang einer Figur) 
gefunden werden. 

Aufl. Da die Linien überall gleichmässig beschwert angenommen 
sind, so liegt der Schwerpunkt jeder einzelnen von ihnen in ihrem Mittel- 
punkt. Denken wir uns immer in jedem Schwerpunkt das ganze Gewicht 
der zugehörigen Linie vereinigt , so erhalten wir ein System von Punkten, 
in welchen Kräfte wirken, die den Längen der einzelnen Linien propor- 
tional sind, und deren Richtungen unter einander parallel sind. Nennen 
wir nun hier, wie künftig überall, ^, iy, ^ die gesuchten Coordinaten des 
ganzen Systems und bedeuten für den vorliegenden Fall x, y, z mit ver- 
schiedenem Index die Coordinaten der Mittelpunkte der einzelnen Linien 
und I|, ^2, ... die Verhältnisszahlcn der Längen der einzelnen Linien , so 
erhält man, wenn £ das Gewicht sämmllicher Linien bedeutet, folgende 
Gleichungen zur Bestimmung des Schwerpunkts: 

i. 1= I, a;^ +^i j?a + ^3 jTj + 

II- e 
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Deakt M« sich t. B. die drei Seiten a, i, e eines geradlinigen Drei- 
ecks gleichioässig beschwert, so nehmen wir die eine Seite, etwa r, zur 
XAxe an, dann wird, indem wir unter o, b und e zugleich die Gewichte 
der drei Seiten verstehn , h aber das auf der Seite c senkrecht stehende 
Höhenperpendikel des Dreiecks bedeutet, die Entfernung des Schwerpunkts 
der Dreiecks-Peripherie von der XAxe, d. \u hier von der Seite c (deren 
eigenes Moment natürlich = ist) 

"" a + b + e 
(a + b) h 



a+b+c 2 

Dieser Ausdruck hat aber eine besondre geometrische Bedeutung. 
Denn wenn man die Mitten der Seiten durch gerade Linien verbindet, so 

^tsteht ein Dreieck, dessen eine Seite parallel mit c geht und dessen H6rhe=:^ 

ist. Die Seiten dieses kleinern Dreiecks sind natürlich ^r-' tt« -^-und da- 

2 2 2 

her der Radius seines eingeschriebenen Kreises: 

_ 1 V(g+6+c) {—a+b+ c) ( g — 6 + c) (a+ft— c ) 
^^* a+b+c 

Nun ist aber in dem grössern Dreieck 

Atrr 4-cV(« + * + c)(-o + 6+'c)(a-.» + c)(«Hh* — c) 

Ac 
mithin wird o = --^-r— * Hiernach wird der Mittelpunkt des dem 

ta \a + + c) 

kleinern Drmeek eingesohriebenen Kreises \m das Stick: 

*. — = A — Ac 

2 ^""2 2(a + i+c) 

a + b h 



+ 64-c 2 

ton der Seite c entfernt sein. Dieses ist aber auch der oben angegebene 
Abstand des Schwerpunkts der Peripherie des ganzen Dreiecks von der 
Seite c. Da das Analoge offenbar in Bezug auf jede Seite gilt, so hat 
man folgenden Satz: 

Der Schwerpunkt des gleiclimässig beschwerten Um-^ 
fangs eines Dreiecks wird gefunde«, Mrenn man die Mitten 
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d*^r äte\ Stilen mit einaAd^r verkindel, Wodurch wieder 
IbId Dreieck entstellt, und wenn man alsdann den Mittel- 
punkt des diesem kleinern Dreieck eingeschriebenen 
Kreises bestimmt. 

Aufg. 2. Es soll der Schwerpunkt der gleichmässig be- 
schwerten Flächen einesSystems von ebenen, geradlinigen 
Figuren, die beliebig im Räume liegen, bestimmt werden« 

Aufl. Da das Moment des ganzen Systems sich aus den Momenten der 
einzelnen Theile zusammensetzt, und da jede geradlinige Figur sich aus Drei- 
ecken zusammenseUsen lässt, so wird unsre nächste Aufgabe diese sein: Es 
soll der Schwerpunkt eines Dreiecks gefunden werden. 

Wenn man sich die Fläche des Dreiecks überall gleich belastet denkt, 
so muss bei jeder Linie, die man parallel mit einer Dreiecksseite zieht, 
die also auch durchweg gleichmässig belastet ist, der Schwerpunkt in 
ihrer Mitte liegen; zieht man daher beliebig; viele Linien parallel mit einer 
Seite, so liegen die Schwerpunkte aller dieser auf ihren Mitten, d. L 
alle auf derjenigen Linie, welche die gegenüberliegende Spitze mit der 
MiUe dieser Seite verbindet. Da nun auf diese Weise die Schwerpunkte 
aller parallelen Theile des Dreiecks auf dieser Linie liegen und dadurch 
das Gewicht des ganzen Dreiecks auf diese Linie übertragen ist, so wird 
auch der Schwerpunkt des ganzen Dreiecks nach S. 80 auf dieser Linie 
liegen müssen. Dieses Raisonnement wird sich offenbar in Bezug auf 
alle Parallelen mit jeder der drei Seiten des Dreiecks anstellen lassen, so 
dass wir zu dem nothwendigen Schluss gedrängt werden, dass der Schwer- 
punkt des Dreiecks auf jeder der drei Linien liegen muss , die man von 
den Ecken des Dreiecks nach den Mitten der Gegenseiten zieht. Diese 
Bdifteid^n sich «bef bffkfiinildieh in Einem Ptmkt, und deshalb muss die- 
ser 4er Sdi#eft)uVikt des Dreiecks sein. 

N«iii Wenden aber, latus hinlähgiich bekannten geometrischen Gründe, 
^ieee genamttti Lhii^en in ihrem gemeinschaftlichen Durcfaschttittspunkt 
nireh detti V^bälltiiiis ron 1:2 getheilt; und ebenso wird aueh jedes 
Höbenperjßiecidfkel durdi ^e Linie, welche man durch diesen Punkt 
parailcfl Biit der eMspr^enden Seite zieht, nach demselbeb Verh&lt«iss 
fetteiH: deBbiiilb kittim »An lolgenden Satz fük* die Beistimmtrog des Sdbvrer- 
{Hulits «inäs Dreieekd dftifeteilen: 

6» 
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Der Schwerpunkt eines Dreiecks liegt in dem Durch- 
schnittspunkt der drei Linien, welche man ?on den drei 
Ecken nach den Mitten der Gegenseiten zieht, oder er liegt 
um den dritten Tbeil der zugehörigen Höhe Ton jeder Drei» 
ecksseite entfernt. 

Randglosse. Es ist hier, wie bei so vielen andern fandamentaleD 
Betrachtungen in der matheuialischen Deduction, durchaus unvermeidlich, den 
Begriff des Unendlichen (mög* es unendlich gross oder unendlich klein sein) 
mit hinzuzuziehen. Denn möge man sich noch so sehr dagegen strSuben und 
möge man noch so viele und scheinbar slichhallige Beschönigungsgründe her^ 
vorsuchen, sobald man ernstlich auf den Grund geht, es findet sich immer 
in der anscheinend so fest gemauerten Wand eine Spalte, durch welche der 
vage und für Unkundige theüs unsichtbare, theils leicht verführerische Licht- 
strahl der Unendlichkeit hereinlugt. So ist es in der Planimetrie erstens bei 
allen den sogenannten rein geometrischen Beweisen des Parallelen -Theorems 
und zweitens bei der Bestimmung des Umfangs und Inhalts eines Kreises; 
ebenso ist es in der Mechanik bei dem Parallelogramm der Klüfte, so wie 
auch bei gegenwärtiger Untersuchung über den Schwerpunkt des Dreiecks. 
Denn bei der obigen Deduction denkt man sich nothwendig eine mit einer 
Dreiecksseite parallel gezogene Linie als eine materielle > da sie Schwere be- 
sitzen soll , mithin ist sie eigentlich nicht eine Linie , sondern eine unendlich 
dünne Schicht, 

Man hat nun versucht, diesen Begriff der Unendlichkeit auf diese oder 
jene Weise zu umgehn, und einer der interessantesten Versuche ist offenbar 
folgender von Poin$ot mitgetheilte : 

Mdn denke sich (Fig. XIX.) das Dreieck ABC, dessen Höhe h und dessen 
FUcheninhalt 4a sein mag; ferner bezeichne man durch x die unbekannte 
Entfernung des Schwerpunkts des ganzen Dreiecks von der Grundlinie AB. 
Theilt man nun das Dreieck durch die Linien DE und DF, welche die Mitten 
D, E, F der drei Seiten verbinden, in die beiden unter einander congruenten 
und dem ganzen ähnlichen Dreiecke ADE und DBF und in das Parallelogramm 
DECF, dann liegt der Schwerpunkt in jedem der beiden kleinem Dreiecke 
um dasselbe, bis jetzt noch unbekannte, Stück x^ von der Grundlinie entfernt, 
der Schwerpunkt des Parallelogramms DECF, der nach S. 81 im Durch- 
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scbnittspunkt seiner Diagonalen liegt, ist um -^ yon AB entfernt. Weil die 

Fläche des ganzen Dreiecks ^ 4a ist, so wird die Fläche jedes der beiden 
kleinen Dreiecke =a und das Parallelogramm =2a. Man erhält daher 
nach dem Satz, dass das Moment des ganzen Systems gleich der Summe der 
Momente der einzelnen Theile sein rouss, wenn wir hier die Momente in Be- 
zug auf eine durch AB senkrecht auf dem Papier stehende Ebene, oder, kür- 
zer, in Bezug auf die Linie AB nehmen: 

4L 

4aic = 2a . — + aa?' + ax' 

Denkt man sieb nun eines der kleinem Dreiecke, in derselben Weise wie das 
ursprüngliche, in zwei abermals kleinere Dreiecke und in ein Parallelogramm 
zerlegt, und nennt man x'* die Entfernung des Schwerpunkts eines der neu 
entstandenen Dreiecke von derselben Grundlinie AB, so wird offenbar zwischen 
x' und X*' dieselbe Relation stattfinden, als zwischen x und x*, wenn man nur 

-- in die Stelle von h setzt, so dass man also erhält: 

4 2^2 

Durch fortgesetzte Eintheilung der neu erhaltenen Dreiecke ergibt sich offenbar 

4 4^2 
4 8^2 



und indem man jeden folgenden Werth in die vorhergehende Gleichung einsetzt: 

I-.IA.IÄI Ä. 

^«4^+4-4+4-4T + T-4S+ 

= 4^r + 4+p- + 4r+-- 

Hierdurch ergibt sich innerhalb der Parenthese eine geometrische Pro{;ression 
mit unendlich vielen Gliedern, deren Fortschreitun gs-Exponent = -j- • also ein 
echter Bruch ist. Diese Reihe wird deshalb eine convergirende , d. h« eine 
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summirbare ; ihr Werth ist nash bekanntem Gesetz = f. Es findet sich also 
X, d. h. die EnlTernung des Scbwerpunkts des ursprünglich gegebenen Dreiecks 

von der Grundlinie AB gleich — - oder gleich dem drillen Theil der enl- 

sprechenden Höhe des Drei,ecks. Da sich in Bezuf; anf jede dei: drei Seiten, 
des Dreiecks das ähnliche Resultat ergebe^ muss, so foj^t» diss dei^ Schweiz 
pi^fikt eines Dreieeks von jeder $ei,te uip den dritten Theil der entsprechenden 
Höhe von dieser Seile entfernt sein mu^s.; woraus dann ferner durch einfache 
geometrische Anschauung folgt, dass er ^ar DurchschniUspunkt der drei Linien 
sein muss, die man von den Spitzen dtcs Dreiecks nach den Mitlelpunkten 
der gegenüberliegenden Seiten zieht. 

Aufg* 3. f)s &q11 der S.cl|werp,u.nkt der gleichmässig be* 
ficbwerteo. FUche eipea Pa^r^Uel- Trapezes, gebunden werden. 

Aufl. Es ist diese Aufgabe ofTenbar ein specieller FaH der vorher- 
gehenden Aufgabe, indem (Fig. XX.) das Parallel-Trapez iB(7J9 der Unter- 
schied der Dreiecke ABB und BCE ist, und es wird also das Moment 
des ganzen Dreiecks ABB in Bezug auf irgend eine Ebene, oder, da es 
sich hier wieder nur um eine ebene Figur handelt, in Bezug auf irgend 
eine Linie, z. B. in Bezug auf AB g|l«ich seie müssen der Summe der 
Momente des obern Dreiecks DCB und des Parallel -Trapezes ABCD in 
Bezug auf dieselbe Linie AB. 

Nennen wir nun die Grundlinie i4s=fi, die parallele Seite DC=^g, 
die Höhe des ganzen Dreiecks ABEi = H, die Höhe des obern Dreiecks 
DCB,=ih, die Entfernung des gesuchten Schwerpunkts des Parallel - Tra- 
pezes von der Grundlinie i£, <=jr, so werden sich die Flächeninhalte der 
heiden Dreiecke iM und BCB, da sich dieselben als Ftächen Minlicher 
Dreiecke wie die Quadrate gleichnamiger Seiten Terhalten müssen, durch 
G^.a und g^.a, also der Flächeninhalt des Parallel - Trapezes durch 
(g2 — g^).a ausdrücke!^ IßSßen,. worin a irgen|d ein^ beliebige Flächen- 
einheit bedeutet. 

Der erwähnte Satz von den Momenten gibt nun naturlich, mit Bezug 
auf die vorige Aufgabe, folgende Bedingung: 
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oder, da G:g—H:h, also H=*—^ ist: 

ziß^ — gAx^i C«— 3ff.j» + 2j«\. - 

= |6?-tfV.|G + 2<,j. ^ 

Nimmt man zweitens die Momente aller hier zur Spradii komisen- 
dea FJäcbea ia Bezug auf die Linie IHJ und nennt dabei die Entfernung 
des Schwerpunkts des PiraUel- Trapezes too dieser Linia =s y,. so hat 
nan faJgcnde Bedhiguqg: 

oder: ä(69— p>)y»2irCf2 — »AC^+A»' 

ader wegen ders^lbeu Proportion fii^ssiTrA, wie yorhin: 

3 (ff'-»' )Ä = (2ff^-3C«iy + j»).A 

in4en»i loan dii^se bei4ei» Qirhaltoqen ReaultatQ in an^ ProportiaJi zu^aniv- 
«[)en9t«Jiil> evgpbtt «ich folgende markwirdige JUküoo. ziwiacbao 4au Ab« 
ständen des Schwerpunkts eines Parallel-Trapezesi V'Oi^ ^iftf 9 l^fid^Q pa* 

Aus dieser Propovlio« eingibt, sieh eina ganz YorsügKch elag^nta Coor 
BtruistiDpii des« Sqbiwarpuokts eioaa ParalleU Trapazcv». Dc^ waon man 
einet Saita haaqbtM^ daas dask Trapci? ABCR drer Uut^irscbied der haidan 
Dreiecke ABR u»d ttCtl ist^ und andrer Seiti», dass. die Scbwe^IWM^Ite 
datser baiiteftIikKi«ch«i auf diarf^ll^ Lip^e MH, dn h. sHif d^erjenjig^ Linie, 
wabdie die SUttau der beid^O) Paralleleii AB^ und IHJ mit der SpiJ49> Jf 
natfaiudat, liege» nA9aen, upd dt^mulolga aufcb der SchwarpuAkt ißfk 
Trape^aSi auf MH 1«^^ muas^x so^ wird es nur darauf a^kon^^^iaft,, diesig 
letztere Linie nach dem gefundenen Yerhältniss der seAbrechten lßntj(e4:-r 
jaM^n d«a geamcbtaHi Sabw^pupkt^ Hu tbeilen^. Dieses wird ahei; offen- 
bttT dodiNrab ga$abi^ho> d^asi mm ^ ^ <^era Parallel 49s Stai^k J>K=^Cl 
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ansetzt, wodurch NK^sG + ^g wird, und an die untere Parallele nadi 
der entgegengesetzten Seite bin das Stück BL=sg anträgt, wodurch 
ML = g + \G wird; darauf K mit L verbindet: alsdann wird der Durch- 
schnittspunkt P dieser Linie KL mit der Verbindungslinie der Mitten bei- 
der Parallelen der Schwerpunkt des Trapezes sein. 

Aufg. 4. Es soll der Schwerpunkt des gleichmässig be- 
schwerten körperlichen Inhalts einer dreiseitigen Pyra- 
mide gefunden werden. 

Aufl. Die Bestimmung des Schwerpunkts bei der dreiseitigen Py- 
ramide ist ganz ähnlich wie beim Dreieck. Man legt hier ebene Sdinitte 
mit der Grundfläche der Pyramide, dann wird jeder derselben ein Dreieck, 
dessen Schwerpunkt nach Aufg. 2. bekannt ist. Da alle, diese Dreiecke 
ähnliche und ähnlich liegende sind, so werden alle ihre Schwerpunkte in 
einer geraden Linie und zwar in deijenigen Linie liegen, welche man von 
der gegenüberliegenden Ecke nach dem Schwerpunkt der Grundfläche zieht. 
Da nun aber dasselbe in Bezug auf jede Seitenfläche der Pyramide und 
ihre [gegenüberliegende Ecke stattfinden muss, so wird der Schwer- 
punkt der ganzen Pyramide in dem gemeinsamen Durch- 
schnittspunkt der vier Linien liegen, welche*man von den 
Ecken nach den Schwerpunkten der gegenüberliegenden 
Seitenflächen zieht. 

Diese vier Linien theilen sich aber aus bekannten geometrischen 
Gründen nach dem Verhältniss von 1 : S , und da jedes Mal die Ebene, 
welche man durch diesen Punkt parallel mit einer Seitenfläche legt, auch 
das zugehörige Höhenperpendikel der Pyramide nach demselben Verhält- 
niss theilen muss, so wird man den vorigen Satz auch so aussprechen 
können: Der Schwerpunkt der Pyramide ist von jeder Seiten- 
fläche um ein Viertel der zugehörigen Höhe entfernt. 

Anm. Man wird auch hier, ganz ähnlich wie beim Dreieck, eine 
solche Ableitung dieses Satzes erhalten, wobei der unvermeidliche Begriff 
des Unendlichen allein in der Summation einer unendlichen convergiren- 
den geometrischen Progression liegt. — Auch dieser Beweis möge hier 
seine Stelle finden. 

Zu diesem Ende müssen wir aber zunächst einen Hilfßsatz ableiten, 
durch welchen die Entfernung des Schwerpunkts eines dreiseitige Prismai 
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▼on jeder seiner Seüenflächen bestimmt wird. Es sei (Fig. XXI.) ÄBCahc 
ein dreiseitiges Prisma. Sind nan hier F, E, D, f, e, d die Mitten der 
bezieblichen Kanten , so lege man durch FEfe und durch DBde schnei- 
dende Ebenen, so wird dadurch das gegebene Prisma in zwei kleinere unter 
sich congruente und ähnlich gegen die Seitenfläche ÄBab liegende Prismata 
BBDbeäj BAFeaf und in* ein Parallelogramm DEFCdefc getheilt. Bestimmt 
man nun die Momente der Schwerpunkte dieser drei Theile in Bezug auf 
die Ebene ABab, so muss deren Summe gleich sein dem Moment des 
ganzen Prismas in Bezug auf dieselbe Ebene. 

Wenn man nun für die gegenwärtige Untersuchung h die senkrechte 
Entfernung der gegenüberliegenden Kante Cc von der Seitenfläche ÄBab 
üofint, so wird die Entfernung der entsprechenden Kante der kleineren 
Prismata von derselben Seitenfläche =^ft sein. Nennt man nun die Ent* 
feniung des Schwerpunkts des ganzen Prismas von dieser ersten Seiten- 
fläche «ssa?, und die jedes der kleinern Prismen ^x', so wird, wenn 
man beachtet, dass der Schwerpunkt eines Parallelepipedums im Durch- 
schnittspunkt seiner Diagonalen liegt, und wenn man dabei den kubischen 
Inhalt des ganzen Prismas =4a setzt, sich folgend^ Gleichung zwischen 
den Momenten erg^^ben: 

4aa? = ax' + ax'+2a.-^ 

z 

also: x^\h+ix* 

Indem, man nun weiter jedes der kleinern Prismata in zwei neue Prismen 
und in ein Parallelepipedum zerlegt, die Entfernung des Schwerpunkts 
jedes der neu construirten Prismen von derselben Fläche durch x** be- 
zeichnet, und indem man in dieser Zerfäliung und Bezeichnung fortfährt, 
so erhält man offenbar diese auf einander folgende Bedingungsgleicbungen: 



und demzufolge durch allmäliges Einsetzen: 

x=\h+^^h+^h + 

oder durch Summation dieser unendlichen geometrischen Progression: 



a? Ä -J Ä. 



Dieses heisst.also, dass. .di6r Schwerpunkt eines dreiseitigen Prismas von 
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ied^r Seite wa dei^ driHen tbeil des aetkreohleo Absiaiide». dar gfig^^r 
ub«rliegcnde» Kante vgn ihr absteht; oder, wenn maji die geooeUriscba 
Anschauung dahei zu Hilfe nimmt, dass er auf der Ve^hindun^sUviie der 
Schwerpunkte G mä g der beiden dreieckigen EndiUclien iitsgj^ — Pass 
dieser Schwerpunkt ausserdem heüäuSg (was Mr die augenUiqkli^be* ün- 
tersuijhung von keiner W'csentlichkeit ist) in der Mitte dieser j^nie lieg^ 
folgt unwiltplbar aus dem oben ausgesprochenen Satz, dass dfr Schwer- 
pu4)kt eines Kölners nothwendig in einer Ebene liegen müsse, welche, 
denselben in zwei gleiche und symmetrische Hälften theiU» wie es hier 
bei jeder dqreh den genannten Punkt gelegten Ebene der FaU i^U 

Geben wir njun weiter uad denken uns (11g. XXIL) ein« dreiseitige 
Pyramide «ait der Qruodfläcbe BCB und der Spit^ A und legen wir durck 
L, welches die Mitjte der einen Kanie AC ifit, einen SdmiU IBF parafiel 
mit. der Seittenfläebe ABD und einen zweiten Scfanüit LKM paraUel mit 
der Grundfläche CBB, und denken wir uns enAich durch iJ, die Ifitte 
Yon BP, die Linien HK und HE gezogett und die Ebene HELK ToUendet 
#0 habea wir dadurch die ursprängiiche Pyraiaide« deren kubiMher Inhalt 
^8a, deren Grundfläche BCO und das darauf ?en A aus gfiCällte HOhenn 
perpendikel =^ h sein mag, in folgende Theiie zerfilUt: 1) eine Pjcamide 
mit der Grundfläche FCE uftd der Spitze L, deren. Grundfläche der vierte 
Theil von BCD, deren Höhe. = ^A und deren kubischer Inhalt = a ist; 
2) eine congruente Pyramide mit der GruncWäch« KLM und der Spitze A, 
Aoren^ Gm^dfiaicfae wieder der vierte Tieil von »CJ>, deren BMie « |* 
und deren kubischer Inhalt » a ist; 3) ein dretsisirrge« Prisma, dtesse» 
eine SeitenMohe BFSB gleich der Hälfte dei allgeni«ineii Grundfläehe ÄC», 

dessen gegenüberliegende Kante KL von dieser Grundfläche um ~ absteht, 

und dessen kubischer Inhalt also 3=: 3« ist; 4) ein dreiseitiges Prisma, 
dessen eine dreiseitige Endfläche HED der vierte Theil der aligemeinen 

Grundfläche BCD, dessen andre Endfläche KLM von der ersten um -^ 

absteht und dessen kubischer Inhalt also — 3a ist. 

Memt. man nuj> f» die. Entfernung des S^shwerpuekts: 4»r gmmi V^f** 
ramide von der Grundfläche BCD, ferner a?' die Entfernung der Schwer- 
punkte. d^;bi9i^n kkisieni,. uofiec einwder oongruente» Pyi^aoMieit voo 
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ibsrei» re«peeiivfA Grimtfiebea und setat alsdana da& liniVimit iw ga»wi 
P^Qdide N| Besag auf di« Ebene 0CZ> gf^oh d^r Surojne der Memento 
Uireir eip^elneii Theile in Beang ««I dieselbe Kbeoe, so erh^U I9«b Toi- 
§fißA^ Qi94inguog8gleicbuiDg : 

oder: a>==^Ä + 'j- 

Delikt man si^cb nun weiter jede der Ikleinern Pyramideu ebenso zerlegt 
und in Be^ug auf deren Theile dasselbe Raisonnenieqt angestellt., und 
ebenso weiter fortgefahren, so erhalt man analog: 

U. 8» W. f. 

Duifch allmäliges Inein^ndersetzen findet mai^: 

Bies ist ja aber das oben gefifnd^ne Geset». 

Dass bei jeder mehr als dreiseitigen Pyramide dasselbe Gesetz gelten 
muss, dass nämlich der Schwerpunkt um den vierten Tbeil- der H6he von 
der gememsamen Grundfläche entDsrat sein muss, ergibt si^h wohl ohne 
weitMuOge Auseinandersetzung von selbst, wenn man steh znenst die viel- 
seitige Pyramide in lauter dreiseitige zerlegt denkt und dahet beachtet, 
dass diiß Schwerpunkte aMer einwlnen Tbeil^yramiflen in eitoer nnd der- 
selben Ebene, die um den vierten TheH der H&he von der genKinsaaien 
Grundfläche entfernt ist, lit^gen mössen. flNid ehenso schliessf man na- 
türlich weiter, wen» man cHe AnzaM der Seiten der Pyramide bis ins 
Unendliche wachsen lässt, wenn man ol&o die Kyratnide ih* den Kegel 
übergehn lässt, dass auch bei di^s^m d^n« ^cKweypmikA um den vierten 
Theil der Höhe von der Grundüäche ent^Nint sei« müsse. 

Aufg. 5. Es sio,M dej*' ^ch^vi^ecf^ui^kt. fliJere<r, parallel mit 
der Grundfläche a.|^gieMHWiif'ftca ^ysaiü^irdie hets,tiip&i)9.t: we,rdM». 

Aufl. Denkt man sich hier die aj^.s|tWl)^% ?]^amide zu einer 
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Tollstfindigen durch Fortsetzung ihrer Seitenflichen aungehildet , so ergibt 
sich ganz analog, wie bei Au fg. 3. bei der Vervolisfändigang eines Pa- 
rallel'Trapezes zum Dreieck, dass der Schwerpunkt des Pyramiden-Stumpfes 
auf der Verbindungslinie der Schwerpunkte beider parallelen Endflächen 
liegen müsse. Um diesen Punkt vollständig zu fixiren , darf man daher 
nur das Verhältniss seines Abstandes (x) von der untern, grossem End- 
fläche zu dem Abstand (y) von der obern Endfläche kennen. 

Da die hier erforderliche Entwickelung vollkommen analog mit der am an- 
gezogenen Ort für die Ebene gegebene ist, so möge hier nur das Resultat stehn. 
Es wird, wenn man G und g die respective grössere und kleinere Endfläche nennt : 

S. 13. 

Um nun von diesen Specialitäten sogleich zu der vollkommen all- 
gemeinsten Bestimmung des Schwerpunkts irgend welchen Systems über- 
zugebn, bemerken wir zunächst, dass all -überall derselbe, schon früher 
angeführte Principial-Satz gilt, dass das Moment des, iü seinem 
Schwerpunkt vereint gedachten Gewichts eines ganzen Sy- 
stems in Bezug auf irgend welche Ebene gleich ist der 
Summe der Momente der einzelnen Tbeile in Bezug auf 
dieselbe Ebene. 

Bei dieser allgemeinsten Bestimmung des ScbwerpunkU von Curven, 
Oberflächen und Körpern wird es am einfachsten und deutlichsten, wenn 
man die leibmtzhche Vorstellung des Unendlich - Kleinen zu Hilfe nimmt. 
Man könnte allerdings Alles vermittelst der Exhaustionsmethode nachwei- 
sen, aber dieser Vi^eg ist wahrlich nicht der kürzeste, und an Deutlich- 
keit hat man auch gewiss keinen Gewinn. 

Wir bezeichnen das Element einer Curve (natürlich im Allgemeinen 
von doppelter Krümmung) durch: 

ds s= ^dx^ + rfy * + d«*, 
das Element einer Oberfläche durch: 

du =s ^dx^ . dy^ + dx^. dz^ + dy^ . d%\ 
und das Element eines Körpers oder Volumens durch : 

dv^=s dx.dy.dz. 
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Die Integrale hiervon, zwischen hestimnUen Cremen genommen, wie es 
die jedesmalige specielie Aufgabe verlangt, sollen durch die entsprechen- 
den grossen Buchstaben 5, (7, V bezeichnet werden. 

Indem man sich nun in jedem der drei FäJle das Element, sei es 
des Bogens, oder der Fläche, oder des K5rpers, von unendlich kleiner 
Ausdehnung denkt, so werden die Coordinaten seines Schwerpunkts mit 
seinen eigenen Coordinaten zusammenMlen , so dass die Momente der 
Schwerpunkte dieser Elemente in Bezug auf die drei Corrdinaten-Ehenen 
respective werden: 

x.d$^ y.dsj «.ds; x.du^ y*duy z.du\ x.dv^ 9*dv, x.dv. 
Die Summe dieser Momente der einzelnen Elemente, welche offenbar die 
beziehlichen Integrale (zwischen den gehörigen Grenzen) werden, sind 
dann gleich zu setzen den Coordinaten des Schwerpunkts des ganzen Bo* 
geiis, oder der Fläche, oder des Körpers, multiplicirt respective mit 5 
oder U oder F. 

Hierdurch erhdit man folgende drei Systeme von Formeln för die 
allgemeinste Bestimmung des Schwerpunkts, dessen Coordinaten ^, 17, ^ 
heissen mögen: 

Schwerpunkt eines Bogens: 

S.T] = /y . V <i** + ds* + d*\ 

S.?= /x.yldx* + dy* + d%K 

Schwerpunkt einer Oberfläche: 
U=/ /yldx*.dy^ + ds*.dx^+dy*.dz\ 

^•1= / /jt^.yldx^.dy* + dx*.dis* + dy^. dz"*, 

f^V=/ /y • V *»", . dy' + dw'. . d«" + dy" . dz*, 
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ü . S= / A • V*»* . dg'+dx* . i**+ig* . dz*. 
Schwerpunkt eines R&rpers: 

dx, 



y.l^^ss i f Wz.dx.äy,d%* 



§. 14. 

Wenn auch im varigea $. die aUgeiDeio» Theorie der Schwerpunkts*- 
Bestimmung angegeben ist, so finden sich doch so viele SpecialitäUn und 
damit verkaäpfte Eigenthümlicbkeiteii , däsis man die^elbeii «iebt lusser 
Acht lassen darl. Indem aber alle diese £inztelnbeiicii nwr Af»iit«e aus 
dem allgemeinen Grundprincip sind, so dürfen wir sie nnhi Anders, ak 
unter der Form gesonderter Aufgaben hier aUHuhreft: 

Aufg. 1. Es soll der Schwerpunkt einer durch Raum- 
Coordinaten gegebenen geraden Linie bestimmt werden. 

Aufl. Die gerade Line ist, als Linie im Raum, durch folgende beide 
Gleichungen gegeben: 

y=sax + a' 

Sie soll begrenzt sein durch die Coordinaten, welche zu rD = m und o? = m' 
gehören. Demgemäss wird di0 iiäoge dies^ b^renzten Linie: 






+ ß^.dx 



= (m'-m).Vl+a*+/. 
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S,^= / s.^dx^+dy^ + dz^ 






. /l + «» +ß^.ds 



m 



m*^ — m^ 



^i+a^+ß^ 






>/rf** + ^* + A* 



m' 

(ajT + aO.Vl+o' +ß^-ds 



m 






m' 



m 



mitbin: |= 






2 



a + a* 



Diese Grössen sind aber nach einfacher analytisch -geometrischer An- 
schauung äie Coordinaten des Mittelpunkts der geraden Linii^, 
welcher sich hier natärlicb oline weitere Rechnung, durch einfaches Rai- 
scttttfetoiöilt , aU defr l^hwe^punkt def geladen Linie efgeheti hätt^. 

Aüfg. 2. Es soll !!er Schwerpunkt feinies Ki-tiisbogetis 
be'stirättit werden. 

'Ali !\. Wettn man den ÜHttfelpühk! -dts ft^freis Xüiii defti ftadias r) 
zum Anfangspunkt der Coordinaten, jkti vom Kittidlpitnkt tiätti der Mtte 
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des Bogens gezogenen Radius zur XAxe annimmt, so wird die Gleichung 

des in Rede stehenden Kreisbogens :y=^r* — x^, während die a^Coor- 
dinate offenbar gleich Null wird, da es sich im Augenblick nur um eine 
ebene Curve handelt. Nennen wir die Länge des gegenwärtigen Kreis* 
bogens « 5, so wie die zugeh^irige Chorde = c, so findet man: 



+ i« 

-4" 



Diese Gleichungen geben: 

S 



= 2r.arc Isin^::. — )* 

S.T] = 0. 

Die vorletzte Gleichung spricht also folgende Bestimmung für den 
Schwerpunkt eines durchgängig gleichmässig belasteten Kreisbogens aus: 

Der Schwerpunkt eines Kreisbogens liegt auf demjenigen 
Radius, der nach der Mitte des Bogens gezogen wird und zwar 
in solcher Entfernung vom Mittelpunkt des zugehörigen Krei- 
ses, dass sich dieselbe zum zugehörigen Radius verhält, wie 
, die Sehne zur Länge des Bogens. 
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Anfg. 3. Es soll der Schwerpunkt eines Cycloiden-Bo- 
gens bestimmt werden. 

Aufl. Wenn man den Scheitel der Cycloide zum Anfangspunkt der 
Coordinaten wählt, die in diesem Punkt gezogene Tangente zur XAxe 
und die darauf senkrechte Linie, nach jener Seite hin, wo der bewegliche 
Kreis (mit dem Radius r) liegt, zur positiven Seite der FAie wählt, so 
wird die Gleichung der Cycloide: 



a;=3r.arcl eots ^\ + V2rjf — f* 



oder: 



=/ 



dx /2r — y 



Wenn man die y Coordinaten der Endpunkte des Bogens durch n und 
n* bezeichnet, so wird: 



'-fV'^ifJ-'" 



n 

n' 



fi 

n' 



n 

Ä 2r }l2ry.arc l cos=z^^-^\ + |V2r .(4r + y) V2ir— y 

(zwischen den Grenzen:^"" ! 



n 
IL 



08 



==/ >/2ry.rfy = }yV2ryjy=;;'j 



n 



= |V2r.j„J_„ij 

Der Ausdruck für 5 . ^ und somit auch der Ton ^ allein wird augen- 
scheinlich sehr unelegant, weshalb 6r gar nicht für die Grenzen n und n' 
vollständig hingeschrieben ist. Wenn wir dagegen den letzten Ausdruck 
für S.t] durch den vorhergelienden für S divnKrea« ergikt sich zur Be- 
stimmung der Coordinate tj dieser elegante Werth: 

Wenn man den Cycloiden- Bogen von denf • ScheHel an rechnet, so 
htfl man die untere Grenzo der Integration , das n «= zu setien. Man 
erhält alsdann: 

S==2V2rn', 

S,y.=:|n'V2r»', 

und wenn man die letzte Gleichung durch dte erste divkiffi: tj^si^n'. 

Wenn der Bogen symmetrisch zu beiden Seiten des Scheitels genom- 
men wird, so liegt sein Schwerpunht oHentar auf der FAxe und zwar 
um ^n' vom Scheitel entfernt. 

Wenn man die Hälfte der gaazen Cycloide nimmt, so bat man in 
obigen Ausdrficken n' = 2r zu seti^n, Vrodurch man erhält: 

| = r(7r-i), 

Aufg. 4. Wenn man eine Parabel als eine Gurve doppel- 
ter Krümmung, also als den Durchschnitt eines Kegels mit 
einer E/bene betrachtet, so soll der Schv^erpunkt eines Bogens 
derselben gesucht werden, 

Aufl. Man denke sich ^lien geraden Kegel, die Axe desselben 
nehme man zur ZAxe, die darauf senkrecht stehend«, durch den Scheitel 
des Kegels gelegte Ebene zur a;jrE3>eiio; und^ die Ebene irgend eines, als 
erstes gewähltes Axendreiecks ABC (Fig. Xäll.) zur JTjSf Ebene, so dass 



• •4 
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die FAxe hierauf senkrecht steht; alsdann wird bekanntlich die Gleichung 
der Kegeloberfläche 

wenn a den halben Winkel an der Spitze des Axendreiecks bedeutet. 
Legt man nun eine sehneidende Ebene durch den Kegel, welche senkrecht 
auf der Ebene des Axendreiecks, also auf der 4r;s Ebene steht, von der 
einen Seitenlinie CB des Axendreiecks, vom Scheitel ab gerechnet ein 
$tuck CK=z$ abschneidet und mit der andern Seitenlinie CA parallel geht, 



so wird deren Gleichung: 



= 1. 



2esina 2ecosa 

Da nun bekanntlich durch diesen auf die genannte Weise geführten Schnitt 
einer Ebene auf der Oberfläche des geraden Kegels die ÄpoUonische Pa- 
rabel erzeugt wird^ so sind die Gleichungen derselben, wenn man sie als 
CurTe doppelter Krümmung betrachtet: 

X z 

2e sin a Secosa 
Wir hatten nun S. 93 die Länge eines Curvenbogens : 






»+<iy»+(te> 



■V^*^»— V^i"» 



•+(Ä)^(S)'-^- 



Onsre gegenwärtigen Gleichungen geben aber: 

2^=2^. cos a — x.cotga 

y=^2^e,sina .^e,8ina^x 
dz 



^* ^e.sina—x 



1 M / € sin et —~— jc "4* 6 • sin o ^ 
und folglich : 5= -: — • / -i/ -^ ^ — , — . dx. 

Setzt man hierin für einen Augenblick 

e.stna — ai+e.ima* _ - 
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so 



wird: 5=2«. «•«««/ -^^^^, 



oder, wenn man für v wieder seinen Werth einsetzt: 

1 r ~~~ 

5— :__ — , n|/ {e.sina — x)^+e.8ina*(e.$ina — a?) 
stna V 

- . «, \2(e.sina''X)+e.sina^'-2J(e.$in er— jr)*+e.«ina'(«.«ina — t)I 

Verlegt man jetzt das Coordinatensystem in der Weise, dass der Anfangs- 
punkt desselben in K und die neue XAxe nach KL ßllt, so wird, wenn 
man die von K nach I hin gezählte jrCoordinate durch x* bezeichnet: 

(e — x').sina=:x. 

Die y Coordinaten, welche senkrecht auf der Ebene des Axendreiecks stehn, 
werden jetzt offenbar in dem durch LKM senkrecht geführten Schnitt 
selbst liegen, und wir werden die Gleichung der Schnittcurve in der 
Schnittebene selbst erhalten, wenn wir in den obigen Werth von y , wel- 
cher s 2^e.sina.^e.8ina—x war, den angegebenen Werth von ob 
einsetzen, nämlich: 

y=2$ina^ex' 
oder wenn man 2e»na^=:p setzt: 

Setzt man denselben Werth von x in den vorhin gefundenen Ausdruck 
des Bogens, so wird dieser: 

welches den Bogen gibt von x'safi, d. h. vom Scheitel der Parabel bis 
zu einem gewissen Punkt mit der Abscisse s''=^s'. 

Will man nun weiter den Schwerpunkt dieses Bogens bestimmen, so 
haben wir nach S. 93: 



8.^= /s.^dx^ + dy^ + dz^ 
S.r]== / y.^dx^i-dy^ + dz^ 



£=/;. 
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yldw^+djf^ + iz'^ 



Setzt man in das erste Integral die betreffenden Werthe ein, so wird 

%\na ^ yje.sina — s 

oder wenn man wieder dieselbe Substitution als vorhin macht, nämlich 

: —V\ 

e stna — s 



jr=:«.«tfta — 



ü»-!' 



so wird: S.f = 2e*.«ina3 / (iZ:T\3~''^^ 

e^.sina^ | (--4+5tna*)ü>+(4+«ina») | . v 

+ 4e».«ina» (4 + »ina») .% / ^^^ | 
oder wenn man für v wieder seinen Werth durch j? einsetzt: 

25tna 



\ V« . 9in a — x+e . sin a^^\t.s%n a— jr / 
und setzt man hier wieder, Behufs der Coordinaten- Verlegung, Qi:=(ß - s') . sin a 
und 2«.5tn€r*=:p, so wird, wenn man beaehtet, dass man au<4i die X Coor- 
dinate des Schwerpunkts in Bezug auf die neuen Coordinaten- Ebenen 
bestimmen, also |=(e — ^)sina setzen muss: 

mithin, nach Division durch den vorhin gefundenen Werth von S: 

^ "*' üV^^^^+W +p.log (^HiT^V4a," + 2px'"j 

Setzt man ebenso in das zweite zu bestimmende Integral die betreffenden 
Werthe, so erhilt man: 
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^.■,=/;./»^ (gRir.^ 

= -T==. / ^e.stna — s + e.stna^ .dx 

=: ., (e.sina — jr + e.sma')» 

Hierin hat man nunwiederwegend^rCoor-dinsrten-Verlegung x=(c— a?') . «in a 
zu setzen, dabei aber zu beachten, dass das ij^ d. h. die j/Coordinate 
des Schwerpunkts, oder dessen Abstand von d^r rr« Ebene unverändert 
bleibt, wodurch sich ergibt: 

also nach Division durch den Werth von S: 

{2x' +p)\]2 pT' +p^ • ' • ^ 

Setzt man endlich in das dritte Integral die betreffenden Werthe ein, so wird : 



«=/-v''-(ir+<i! 



^ 



J ,dx 



oder wenn man wieder für einen Augenblick die obige Hilfsgrösse t; einführt .* 
5k^«r2e^.9tnor^.co5a. / z — =— ; — .<ft? 

=: -^ _____ _ 

\ © + 1 7 • 

oder tftr t? vried^ rückwärts seinen Werth durch x, eingesetzt: 

5,£=s— -eo5€r. . . ' 1 '• Vc «t » «f — it? +'« i&i a ^ V« ««» « — a? 

4sm'a' ' 

-!|e»»,-n ö*co5 a'(4- iin «») to^, ( J lg«gj[i:^±g:!Jgf[.'"-W a*»a-^. \ 
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Wena wir aber im AUgemeia^ ^t ^« ? di« Coordinaten irgend eines 
PuDkU in Bezug auf das «ir&prflngliche Coordioatensysteni XCZ (Fig. XXUL) 
Aetfinen, wahrend |\ f]\ ^' die Coordinaten desselben Punkts in Bezug 
auf das neue Coordinatensystem beissen mögen, dessen Anfangspunkt in 
K liegt, dessen XAxe KL und ZAxe hierauf senkrecht ist, während in 
beiden Fallen die FAxe senkrecht auf der Ebene des Axendreiecks steht, 
so werden die gegenseitigen Beziehungen: 

Indem man nun gegenwärtig unter ^* die «Coordinate des gesuchten 
Schwerpunkts der vorgegebenen Curve versteht, so stellt sich »"nachdem 
man sie durchgängig mit S (d. h. Länge des Bogens) mult^cirt hat, 
zu deren Bestimmung folgende Gleichung heraus : 

5.S'.«»c«=5.eco5a+Ä|'.cosa— S.f 

Setzt man nun fflr S and ffir 5 . ^' die früher geftmdenen Werlhe, 80 mie 
für S.^ den kurz vorhin gegebenen ein, so ergibt sich 

^' = 0, 
was natürlich sich obne Calcol, durch die sinqpelste Ueberlegung ergeben 
haben würde, da 4er Schwerpunkt einer dienen Curve offenbar nicht 
ausserhalb ihrer Ebene liegen kann. 

Aufg. 5. Es soll der Schwerpunkt einer Fläche be- 
stimmt werden, die von zwei gegebeiieB eigenen Curven 
und von zwei parallelen Coordinaten, z. B. yCoordinaten, 
begrenzt wird. 

A u f L Da hier zunächst von einer ebenen Flache die Bede sein soll, 
so hat man in den auf S. 93 gegebenen allgemeinen Formeln « = zu 
setzen, wodurch sie übergehn in: 



P.^= / / xAx.iy 
U.f]^ j j y.is.dy 
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Denkt man sich die beiden Cuiren, zwischen denen die FlSche liegen 
soll, durch ihre Gleichungen y =i f (s) und y' = 9 (s) gegeben, so 
wird man diese Doppel- Integrale , wenn man sie zunächst in Bezug auf 
y integrirt, zwischen den Grenzen y und y' oder / (x) und 9) (x) zu 
nehmen haben, wodurch man erhält: 



— v*"is.dx 




■ß 



welche man dann noch zwischen zwei gegebenen constanten Grenzen in 
Bezug auf x zu bestimmen hat. 

Aufg. 6. Es soll mit Hilfe der eben angegebenen For- 
meln der Schwerpunkt eines ebenen Dreiecks bestimmt 
werden. 

Aufl. Es sei (Fig. XXIV.) ABC das gegebene Dreieck, so lege man 
sich das Coordinatensystem so, dass die eine Spitze C der Anfangspunkt 
wird, während die gegenüberliegende Seite AB parallel mit der FAxe 
geht, dann werden die beiden die Fläche begrenzenden Curven die beiden 
Geraden CA und CB sein. Nun sei gegeben: 

die Linie CA durch die Gleichung y = f{x)^=ctx^ 
„ „ CB „ „ „ y=s5p(a?)=/Jx; 

die Höhe des Dreiecks sei CD = ft. Alsdann werden die in der Torigen 
allgemeinen Aufgabe gegebenen Formeln diese werden: 







s^.dx — ^h*(a^ß), 



U.i} = ^/ (o*— /S»)j;*.</jr==lÄ«(o«— /»»). 
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Hieraas findet man, wenn 6 der gesuchte Sdiwerpunkt wSre: 

Der erste Werth gibt zunächst den bekannten Satz, dass der Schwerpunkt 
um den dritten Tbeil der Höhe von der Seite AB entfernt liegt Um den 
zweiten Werlb geometrisch zu deuten, so bat man offenbar die Proportion : 

CE:CD=BG:DF, 

mithin: l>f=i(a + /?)*. 

Es ist aber aus den gegebenen Gleichungen der beiden Linien 

DA—a.h und DB=ß.h, 
also wird : DF=:.i (DA + DB) 

d. h. F ist die Mitte zwischen B und A oder es liegt der Schwerpunkt 
auf derjenigen Linie, die man von C nach der Mitte der gegenüberliegen- 
den Seite zieht. 

Aufg. 7. £s soll der Schwerpunkteines Kreisausschnitts 
und der eines Kreisabschnitts gefunden werden. 

Aufl. Wenn man zunächst den Schwerpunkt des Kreisabschnilts 
ABDA (Fig. XXY.) bestimmen will, so kann man diese Fläche betrachten 
als begrenzt durch die beiden Curven DA und DB und durch die beiden 
Ordinaten AB und UV, wenn der Mittelpunkt des Kreises zum Anfangs- 
punkt der Coordinaten, der nach der Mitte des ßogens gezogene Radius 
zurXAxe und darauf senkrecht die FAxe angenommen wird. Nennt man 
nun den Radius des Kreises =? r, so wird (s, Aufg. 5.) die Gleichnng 

der obern Curve DAiy :s:f(s)=: + ^r^ — s^ 

„ untern „ l>jB:y=5p(j:)=: — ^r^ — j;* 

und folglich: ü=St /yjr^—s^.dx. 

Diese Integrale sind offenbar zwischen den Grenzen x^CF und x=CD 

zu nehmen, d. h. wenn wir die Sehne AB^c nennen von s=Jr^ — 4c' 
im 4^=r; wodurch man erhält: 



c» 



— 100 - 

ü=r« . are( cos = "K^EE. ) _ ^ « ^r'^TJ 
= r> arc/ «>!=: — j — |cVr»-— Jo» 

u|=,V. also 1=,«,. — . 

Behalten wir nun ü als Bezeichnnng für den FlScheninhalt des Krcfs- 
ab Schnitts bei und nennen f7' den FlädieninbaUimd ^' die Schwerpunkts- 
coordinate des Dreiecks AGB, und endlich Ü^ und X respeclive den Flä- 
cheninhalt und die Schwerpunktscoordinate des Kreisausschnitts iCB0^, 
so hat man zunächst bekanntlich: 

^* — Je», 

Betrachtet man aber den Kreisausschnitt als die Summe des Breiecks und 
des Kreisabschnitts, so wird auch das Moment des Schwerpunkts der 
erstem Fläche in Bezug auf die FAxe gleich der Summe der Momente 
der beiden letztern in Bezug auf dieselbe Axe sein müssen. Hiernach 
findet man: 

mithin : X=s — 



arc 



(«'•=^) 



Nun ist aber 2r.arci 5tn= s" )*=örci2>Ä, also: X-« — ^Jfh* woWr 

man auch schreiben kann: X=- ^ a ^» 

^areÄDB 

d. h. wenn man mit einem Radius CE^^CB einen concentrischen Kreis 

beschreibt, wobei derBogenff3?fr==| arc i DA und die Sehne 65"= J4B=|c 

wird , SO hat man : X = — ^„ • 

Vergleicht man dieses aber mit dem in ^fg. 2, S. 96 gefundenen Re- 
sultat, so stellt sich heraus, dass der Schwerpabkt des Kreisausschnitts 
zusammenfällt mit dem Schwerpunkt des Kreisbogens 'ffSiff, den man mit 
eiaem f /mal so grossen -Radius beschrieben iHTt. 

Dieses letzte Resultat erhält man tfuch duf rti cAne igenz ,9EAt% Be^ 
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trachtung und zwar auf einem viel einfachem Wege. — Denkt man sich 
nämlich den Kreisausschnitt ACBDA dnrdi unendlich nahe liegende Radien 
in unendlich viele, unendlidi kleine Dreiecke wie ACA* getheilt, so wird 
Äer Sdiwerpunkt jedes dieser kleinen Dreiecke, deren Höhe offenbar =sr 
ist, um |r van dem gemeinsamen Scheitel C abstebn. Alle diese Schwer* 
punkte werden daher auf dem Bogen GBH liegen, wenn CBs=|r ist, oder 
es werden auf diesem Bogen die Gewichte aller jener Dreiecke ^nd somit 
das Gewicht des ganzen Kreisausschnitts gleichmässi^ vertheilt sein. Der 
Schwerpunkt dieses Bogens GEH wird daher zugleich der Schwerpunkt 
des Kreisausschnitts ACBDA aein» was dji3 vorige BesuUat »gibt. 

Aufg. 8. Es soll der Schwerpunkt einer von einem Cy- 
«ioilenb'Ogen begrenzten Fläche bestinrat wjerden. 

Aufl. Wir nehmen dieselbe Lag» der Cuordinatenacen, wie sie in 
Aufg. 3. S. 97 angegeben wurde und wie sie in Fig. XXVI. angedeutet 
ist; dann wird die Gleichung der Curv«: 

oder ihre Differentialgleichung: 



,1 



dx V 2r — y 



Denken wir uns nun ein solches Siiick'dfr begrenztea »Fläche , wie Cjpm, 
so v^ird die eine begren^cQde Curve >die Cycloide, die andre die XAxe 
und daher der Flächeninhalt: 



U- 1 y.ix- j yl%ry-y^.dy 



dy 



D.as erste Integral gibt den Flächeninhalt der Flache Cpm: 
Ü==:fyl2ry-y^.äy 



= 4(>— O^^ry— y' + irVarc (cos = ^-^^) 
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\jhr!l-y\ 



£s gibt aber auch andrer Seits das Integral / ^irjf — y^.dy den Flä- 



cheninbalt der Fläche Cnq^ d. h. des halben Kreisabschnitts, der von 
dem ursprünglichen Kreise durch eine in der Entfernung y mit der XAxe 
parallel gezogene Linie abgeschnitten wird. 

Die Fläche, welche zwischen dem Cydoidenbogen und der FAze liegt, 
wird natürlich: 

Cmq^x.y — Ü 

Wenn man die ganze Hälfte der Cycloide betrachtet, also das Integra 
zwischen den Grenzen y=0 und jf=2r nimmt, so erhält man die Fläche 

C£fl = ir*7r und 

Das dritte Integral, welches zur Bestimmung deryCoordinate des Schwer- 
punkts der Fläche Cpm dient, wird: 



U'f] — i/9^2ry — y^.dy 



Bezeichnen wir für einen Augenblick die zugehörige yCoordinate des 
Schwerpunkts des zwischen Bogen und FAxe liegenden Stücks Ctnq durch 
7]*, so haben wir, da das Moment dieses letztern gleich dem Moment 
des Parallelogramms Cpmq weniger dem Moment des Stücks Cpm sein muss: 

= A (*y^+ry+ir^) ^2ry—y^+\r(2y^ — r*) arc j cof=: ^-^ j. 

Wenn man die ganze Hälfte der Cycloide^ wobei für (7= CEA vorhin der 
Werth as^r^TT und für xy—lJ=^CAD derWerth |!r% gefunden wurde, 
berücksichtigt, so wird die yCoordinate 

des Schwerpunkts von CEA = |r 

„ CAD = if. 



»» » 
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Das zweite Integral endlich, welches die xCoordinate des Schwerpunkts 
der Fläche Cftn gibt, war: 



= I x.y.dy— Ix 



Zar Bestimmung dieses Integrals wird das einfachste Mittel die Einfüh- 
rung dea sich von selbst darbietenden Winkels sein, dessen Cosinus 

::=. ^ igt. Setzt man nämlich cos O) =; i so wird : 

r ' T 

y=r — r.cosg> 

x=rq> + r.sing> 

und das zu untersuchende Integral: 



r.ß 





Ohne wesentliche Schwierigkeit findet man: 

— ^ff^* •{ 18co«9+3co«29)— 2co«Sjpj 
oder wenn man für q> wieder rückwärts seinen Werth durch y einsetzt: 

C;.|=ir..arc(co, = t:=l?j.{arc(co, = ^^^ 

Bezeichnen wir in Uebereinstimmung mit dem Vorhergehenden diea;Coor-i 
dinate des Schwerpunkts des zwischen dem Curvenbogen und der Ykxe 
gelegenen Stückes Cmq durch |', so wird dessen Moment gleich dem 
Unterschiede der Momente des Parallelogramms Cpmq und des Stückes 
Cjpm, also: 

^^r.arej coi=:^^ I • frCy— ir)örc/co*= — - My+r) yjiry—y^) 

Wenn man die ganze Hälfte der Cycloide beachtet, wobei nach dem Frü- 
hern Ü^CEA den Werth {r^n und xy—U^CAD den Werth f r>;r 
erhalten I so wird die a; Coordinate : 



— Ilö — 

8r 
des Schwerpunkts ?od CEÄ^^r7V+^ 



>, Ci2)=ir7r— ^- 



8r 

«TT 



Aufg. 9. Es soll der Schwerpunkt einer von dem Cis- 
soidenbogen begrenzten Fläche bestimmt werden. 

Aufi. Die Cissoide des Diocles entsteht bekanntlich dadurch, dass 
man (Fig> XXVli.) von dem einen Endpunkt A des Durchmessers AB 
eines Kreises gerade Linien, so wie AK bis zur Tangente BT zieht und 
auf dieser Linie KG = AF abschneidet; dann ist G ein Punkt der Curve. 
Nimmt mBu AB zurXAxe und die in il darauf senkrechte Linie zurFAxe, 
so wird AL==x, GL = y, iiB = 2r, AD=^ GII = BL=z2r—x, FD'^ = 
AD.DB = x(2r''X) und 

ADiDF^ALiGL 

d.h. (2r—x)i^ X (2r—x)^s:9 , 

wodurch sich als Gleichung der Cissoide ergibt: 

X\ X • 
ff= . !--: 

oder in Differential -Form: 

dy ^ (3r — x)^^ 



dx {2r—x)^2r—x' 
Die Ausdrücke für den Bogen und dessen Schwerpunkts -Cotrdioaien sol- 
lea hier nicht besonders entwickelt werden, da ihre Deductjon an und für 
sich nicht schwierig ist, sondern nur einige nicht sehr cojnpeodiöse 
Rechnung verhingt* Die Resultate sind folgende: 

^ /^^ Vermag , : 

5 = r./-— -^ /^ • 'dx 



/ (2r—x)^2r — s 
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/ 



dx 



Wenn mai» nun aber die von dem Cissoiden-Bogen begrenzte Fläche ALO 
und deren Schwerpunkt bestimmen will und wenn man wieder des letz*- 
lern Coordinaten durch ^ und t] bezeichnet, so erhält man folgende Glei-» 
chungen : 



x^ 



[/ = — 



17. 1= /xy.ds^ / ' • ==r 





Die einfachen Integrationen, w^fcbe duixhaa» keine Schwierigkeiten dar- 
bieten, ergeben: 

t7.?=r — (4»-«+ Ir^r+'i*«) V2ra?-a;»+| r».arc( cos =t^I^) 

Wenn man * = r setrt, und den ISr U erhaltenen Werth doppelt nimmt, 
M «rbält Man di« Piäcbe AMN=r*(in—i) nnd deren Schwerpunkt, 
der BBtflrlich auf dem Dorchmesser AB Hegl, ist Ton A am da« Stück 

Setzt man aber a?=2r und nimmt den Werth 'von u ebenfalls dop^ 
pelt, ^ wird die ganze Fläche, welche zwischen der Cissoide und Asymptote 
Ikgt ^r^Tü und deiren Sehwerpunkt, der naiarlich wieder auf AB liggt, 
ist um A um «das Slück jrr eBifernt. 

4 

4 u fg. 10« SU soll der Schwerpunkt eines Körpers oder 
^in^r OhevtläOi^etetunitn werde», welche durch ümdrehang 
einer oder mehrer CurT«n um eine Aze e-ftCsUtld<^n siMj 
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Aufl. Obgleich man nalürlich die geforderte BefttitnmuDg aus den 
S. 93 f. gegebenen allgemeinen Formeln erbalten kann, so lässt sich die 
Sache doch noch einfacher machen. Man denke sich (Fig. XXVIII.) zwei 
Curven y^f{s){CD) und y'^(p{x){OD*) und ziehe für dieselben zwei 
parallele Ordinaten CA und BB^ drehe darauf das ganze System um die 
XAxe, so erzeugt die Fläche CDCD* offenbar einen Rotations - Körper und 
der Bogen CD eine Rotations -Oberflüche, deren respective Inhalt und 
Flächeninhalt bekanntlich sind: 

Y=7t /Z^-9'^).dx 






In beiden Fällen wird der Schwerpunkt natürlich auf der Rotationsaxe, 
hier also auf der XAxe liegen; seine beziehliche a^Coordinate ergibt sich 
aus den beiden Gleichungen: 



—7t fs(y^—y^ 



Alle diese Integrale sind zwischen den Grenzen « = 0^1 bis jr^OB zu 
nehmen. 

Aufg. II. Es soll der Schwerpunkt eines geraden Ke- 
gels und seines Mantels bestimmt werden. 

Aufl. Wenn wir die Figur der vorigen Aufgabe beibehalten und die 
Gurre CD' in die XAxe übergehn lassen, die Curve CD aber als eine 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehende gerade Linie OD ansehn, 
so wird durch Umdrehung des rechtwinkligen Dreiecks ODB um die XAxe 
der gerade Kegel entstehn. 

Wenn man den Winkel DOB, den die gerade Linie OD mit der 
XAxe macht, =:a setzt, so wird die früher genannte Gleichung g^f(s) 
jetzt die Gleichung der Geraden OD, also y=^x.tanga. Die frQhere 
Gleichung g'^(p{x) wird jetzt die Gleichung der XAxe, also ^'=0. 
Neint man nun noch OB^a, so sind sämmtliche Integrale zwischen jM) 
und JP=^a zu nehmen* 



i 



dJP 
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Da» Voinmen des hier entstandenen Rotations - Körpers, d. h. des ge- 
raden Kegels, wird: 



das Moment seines Schwerpunkts wird: 

s=s.7ttga^ . / X* .dx 



.ß 



n 



Daraus ergibt sich ^, die Coordinate des Schwerpunitts des geraden 
Kegels =|a, d.h. der bekannte Satz, dass der Schwerpunkt des 
geradenKegels auf seinerAxe um den vierten Theil dersel- 
ben von der Grundfläche entfernt liegt. 

Die krumme Oberfläche dieses Rotations -Körpers, d.h. der Mantel 
des geraden Kegels, wird: 



«-. Ix 



7t a^ sin a 
cosa^ 



\dx / 

a 

dx 



das Moment seines Schwerpunkts wird: 



_ 2?g.«n« /•a" 
COS a* / 



dx 

Q 



_ 27t a^. sing 
■^ icosa^ * 

II. 8 
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Ifieraus ergibt sich £> die Coordinate des Schwerpunkts des Man- 
tels eines geraden Kegels = -|-a, d.ii. der Satz, dass der Schwerpunkt 
des Mantels eines geraden Kegels auf seiner Axe um den 
drittenTheil derselben von d er Grundfläche entfernt liegt. 

Au fg. 12. Es soll derSchwerpunkt einesKugel-Abschnitts 
und einer Kugel-Calotte bestimmt werden. 

Aufl. Wenn man sich (Fig. XXV.) die Fläche AFD um die XAxe 
gedreht denkt, so erzeugt diese cipen Kugel-Abschnitt und der Bogen AD 
eine Kugel - Calotte. 

Wenn man den Radius des Kreises » r nennt, so wird die in Äufg. 

10 angeführte Gleichung y — f{x) hier y= +V*'*^ — ^*^» während die 
Gleichung der zweiten Curve, die dort y'=zip(a:), hier als Gleichung der 
XAxe y'=0 wird. Nennt man CF^a» so sind alle Integrale zwischen 
den Grenzen x=a bis a?= r zu nahmen. 

Das Volumen des hier entstandenen Rotationskörpers, also des Ku- 
gel-Abschnitts, wird: 



a 



dx 



dx 



a 
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das Moment seines Schwerpunkts wird: 



"ß 



x^)dx 



= f(r*-a*)». 



Hieraus findet man durch Divisioga d^n Abstand des Schwerpunkts 

(r 4- a)* 
des Kugel -Abschnitts vom Millelpupkt der Kugel =-f - ^ -. 

Setzt man aaO, so erhält man d^n kubischen Inhalt der Halbkugel 
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== -f- r' TT und die Eatfernung ihres Schwerpunkts vom Mittelpunkt 






Die krumme Oberfläche des hier entstandenen Roiationskurpers , also 
die Calolte, wird, da y^ + ^r^ — x^ und -f^=: , -- . ist: 



a 
= 27rr, / dx 



a 



r=2^r(r — a); 
das Moment ihres Schwerpunkts wird: 



[».1=2». /^'.yi+/^J.j* 



■ß- 



2Tvr. ix.dx 



Hieraus findet man wieder durch einfache Division die Entfernung 
^fs S^^erpun^ls der Kj^gel-Galolt^ vom Mittelpunkt der Kugel =» | 
(r+o) = a + i(r — a), d.h. der Schwerpunkt liegt in der Mitte von FD. 

Wenn man a = setzt, erhält man die Oberfläche der Halbkugel 
=2r% und die Entfernung ihrres Schwerpunkts lom Mittelpunkt ^x\r. 

Aufg. 13. Es soll der Schwerpunkt eines Körpers, so 
wie auch der seiner Ob er fläche bestimmtwerden, w^Bnader- 
selbe durch Umdrehung eipes Cycloidcnbogens um eineAxe 
entstanden ist. 

Aufl. Man vergleiche S. 97 und S. 107. 

DeDken wir uns erstens (Fig. XXVi.) das Stfiek Cmp um die XA^e 
gedreht, so wird das Volumen des dadurch entstandenen Körpers: 







>dy 





8» 
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= 1 TT (y+r) (2y-3r) >/ 2ry- y* + ^ wr» . arc ( cos = ^-^ j 



Um dieses Integral zu erhalten, benutzt man am zweckmässigsten die 
schon früher angezogene Polargleichung der Cycloide, welche war: 

y = r(l — co8q>), x = r(q> + sinq>). 
Hierdurch erhält man: 

y^x.dx^r"^ / ( 1 — cosq)) sin gp* l<p + sin <p) . dq> 



=:r* / (1 — COS q>) sinq)^,q>.dq>+r'^ i(l'-c0sg>)sing>^.dg>. 



Es ist aber das erstere Integral nach der theilweisen Integration: 
/(I — cosq))sin(p^ .q).dcpss: q), /(l — cosg>)sing>^.dg> — 



/!>- 



COS (p) sin q>^ .d(p\ .dcp 



und wenn man Alles durch die Cosinusse der Vielfachen von q> ausdrückt, 
nach einfacher Integralion: 



ß 



{\ — cosq>)sinq>^.d{p=i\q> — \sinq> — {sin2q> + '^siniq> 



./Ja- 



und / I (1 — cos q>) sin y* . djt) | . rfy = \ip^ + \cos q> + \cos 2g) — -^cos Sy, 



mithin , wenn man beide Werlhe in die vorige Gleichung einsetzt und da- 
bei die Grenzen des Integrals beachtet: 

/(l — cos g))sing)^ .g> .dg>^{q>^+q>, \ — \sin q> — {sin 2g)+^sin iq> \ 



— \ cosfp — ^cos2(p+^ cos 3g) + fj 
Das zweite zu bestimmende Integral wird aber, wenn man Alles 
durch die Sinusse der Vielfachen von g> ausdrückt: 



/• 



s ^^ 



(l — cossing>)g>^.dg>:='—icosg) + icos2g> + ^cos3g)^^cos^+ia 
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Wenn man diese beiden Resultate addirt und mit r^.n muUiplicirt, 
so erhält man: 

Will man dieses durch die gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten 

ausdrücken, so muss man rückwärts c05(2) = ^setzen, wodurch man 

7- r 

erhält : 

F.5=7rr»arc / cos^^-^^ \ • j jarc l cosJ^^ \ +\(y^-r) (2y-3r) V2ry-y*j 

+ ||y(18r3 +3r2y + 20ry*-V). 

Denkt man sich die zur ganzen Hälfte der Cycloide gehörige Fläche 
CAE um CE gedreht, so wird: 

F=i7r2r» 

mithin die XCoordinate des Schwerpunkts dieses Körpers: 

Die krumme Oberfläche desselben durch die Umdrehung des Stücks 
Cmp um die XAxe entstandenen Körpers wird: 





= 2n I '^^ry .dy 



= {ng'^2ry. 





= 2n j X 



y 



life - 



• » 



dy 



4^ 1^ • . OTT /— ,. , « \ /o xJ 128 TT . 

= -^ a?y >/2ry + -^ V2r (4r + 3y) (2r — y) ^ . r» 

oder wenn man für jr den Wcrlh aus der ÖlcichUng der Cycloide einsetzt: 
J7.^=|7rry^2ry . arcl cos = 1 

+ ^(fly* +4ry + 16r») V2F:V27:::1?- ^g- r» 

Nimmt man die ganze Hälfte des Cycioidenbogens , also CA t als sich 
drehend um die XAxe an, so wird die dadurch entstandene Oberfläche: 

^ 45 

mithin die XCoordinate des Schwerpunkts dieser Oberfläche: 

^CE—^.CD 

Denken wir uns zweitens das Stück Cmq um die FAxe gedreht, 
so wird das Volumen des däduröh entstandenen Rotationskörpers: 



1% I x^ 



dy 



7t jyx 



yx.dx 



Um das letzte Integral zu erhalten, wendet man am einfachsten die vor- 
hin gebrauchten Werthe der Coordinaten vermittfeist cfes Winkels q> an, 
wodurch man erhält: 

j yxdx^r^ I (q) + sin q)) sin y^ , dg> 

ssr^ j q>.sinq)^ .dq> + r^ f sinq^.dfp 

zzzr^cp /sinq>^ . dg) — r* / j / sin tp^. d(p\.dg) + r^ I $inq>^ dq> 
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= ^ ^ • 1 1 9^* — i<psin2(p — | cos qp — | cos 25p + ^*y cos 3qyi 

= r^A\q)^ — \q)8tn2(p + { — cos qp — | cos qp* + ^ cos gp^j. 

Wenn man dieses doppelt nimmt und von x'^y, d. h. von 

x'^y = qp2 (1 — cos gp) + 5p (2sm cp — sin 25p) + 1 — cos 9p — cos cp^ + cosq)^ 

abzieht, für q) wieder rückwärts arc 1 cos = 1 einsetzt, darauf mit tt 

roultiplicirl und das Ganze zwischen den Grenzen und p nimmt, so 
erhält man: 

V=7t r.arcl cos = — ? j • <r (y— | r) arc l cos =2 • — ^ 1 +(y+r,yl2ry — ^^^j 

Um den Schwerpunkt dieses Rotationskörpers zu bestimmen, der naiürlicii 
auf der FAxe liegt, hat man: 



•'?==^/ ^^y 



'dy 



y^—njy^x. 



Das Integral / y^x.dx ist bereits auf S. 117 gefunden; indem manhier- 



il / y^x 



für und auch in deqi endiicben Gliede für x und y die Werthe einsetzt, 
erhält man: 

V . Ti^-^.arcl cos= — - 1 '\r(y^ — ^ir^)arc j cos^^ — ^ I 
Nimmt man die ganze Hälfte der Cydoide, so wird: 

mithin die yCoordinate des Schwerpunkts dieses Körpers: 

_ r . (63 n^ — 64) 
*^~ 6 («71^—16) • 



/ 1 
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Wenn man endlich die krumme Oberfläche des durch die Umdrehung des 
Stücks Cmq um die FAxe cntslandenen Körpers bestimmt, so wird 



•+(5)'* 



U=2n/x J 





vermittelst der theilweisen Integralion: 



oder: 



ü—i7tr^2ry.arc i cos = —^ \ 4- in(y + *r) }l^^2r—g—^7tr'^ 

Zur Bestimmung des Schwerpunkts, der natürlich auf der FAxe liegt, 
hat man: 







dy 



dy 



vermittelst der theilweisen Integration: 



oder: 





U.t]= — g^2rif . arc j cpsa= ^ j 

Nimmt man die ganze Hälfte der Cyduide, so wird: 
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mithia die yCoordinate des Schwerpunkts dieser Rotatimis- Oberfläche: 

Aufg. 14, Es soll der Schwerpunkt des durch Umdre- 
hung eines Cissoiden-Bogens entstandenen Körpers und 
dessen Oberfläche bestimmt werden. 

Aufl. Wir haben S. 110 als Gleichung der Cissoide in Bezug auf 
die dort allegirte Figur XXVII. folgende gefunden: 

V2r — X 
woraus sich ergab: 

dy (3r — x)^ 



äs (2r—s) V2r— jr 

Denken wir uns nun erstens den Currenbogen um die XAie, also 
um AB gedreht, so wird der kubische Inhalt des dadurch entstandenen 
Revolutions - Körpers : 

ix 







dss 



Zur Bestimmung der a;Coordinate seines Schwerpunkts hat man: 



i X^ , 

= nr /s .dx 

^J 2r — X 



= le^rr * log l ^^r" ) — 2^.^(1 2r«+3rx+x«)—l7ra;« 

Wenn man Jr=:f setzt, so erhält man den Körper, der durch die Um- 
drehung der Fläche AMN um die X Axe enCsiebt^ dämlich : 



r-»8rh'«%2— ^m'«Ä:(0,2ll845l).7».r» 
F.|=167rr«%2— J^lfrr* = (0,1736902).w.r« 
mithin die a;Coordinaln des Schwerpunkts dieses Köqiers: 

logZ — ^ 
Die krumme Oberfläcbe des durch die Umdrehung des Cissoideßbogenß 
um die XAxe entstandenen Körpers wird: 



U=27il y 




\ 

I s^^rx — Zx^ 



(2r— ar) 



2?rr(4r — or) ,5 j-j 927rr» / . f'u\ 

Zur Bestimmung der a;Coordinate ihres Schwerpunkts hat man: 



=^^7 (r2-x)' --'^' 



djr 



wenn man hierin für einen Augenblick v^ra? — J«r't=jjr.Ä setzt, so ge- 
langt man nach einer nicht gar zu kurzweiligen Nebenrechnung zu fol- 
gendem Resultat: 

„ ^ , ^Srx- 3a?» . (64f 2 — 14rx — 3a;*) 
^ ^ 2r— a? 

, ^ ,, J4r-,r— VSra? — 3a?M 208^ , / , /3x\ 

+ 87rr' ioa.i tttet^ ^ } r ^^•<w« I ^*» = 1/ ietV 

^ \ 2(2r—x) • 3>/3 , \ V 8r/ 

Setzt man hierin x=^r, so erhält man die krumme Oberfläche des durch 
Umdrehung der Fläche AMN um die XAxe entstandenen Körpers: 

woraus sich dKn» atteh | ßilden Uslt^ 
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Denken wir lins zweitens itn CisBoidenb^^n um die Asymplole 
TBT gedreht» so mössen wir uns den Anfangspunkt der Coordinaten nach 
B verlegt denken, was wir dadurch erreichen, dcfBs wir 2r — x in die 
Stelle von x setzen. Bei dieser Annahme wird did Gleichung der Cissoide : 

(2r — x) J2r — jc 

»= — vr^ 

äx x^x 

Dreht man nun die Flache BAMGH um BH^ so wird das Volumen dieses 
Rotationskörpers : 

y=z7t Ix'^ ,dy 





= — TT /(aJ + f) ^2rx — 0?' . däC 



2r 



= j (3r^- rx-x^) yl2rx—x^ + ^r^(tf'tl cos ^ '* — - j . 

Für die Bestimmung des Schwerpunkts dieses Körpers, der natürlich auf 
der Asymptote, als Drehubgsäxe, licj^t, hat man: 



"/■ 



"ß 



= 7r(4r* — ir^jr + rx* — \s*). 

Niititht tnah ddri ftpeciellen Fall dß^r, alio den Röi*^, &er dordh Um- 
drtHüng der fläöhe BÄXfP erttsteht, *v findet rtan: 

mithin: ^^ — ^ 



^=rfe=^"''®^^>*'- 



— 124 — 

Wenn man den ganzen von dem einen unendlichen Ast der Curve er* 
zeugten Raum sucht, wobei man jr=:0 zu setzen hat, so wird: 

F=7r«r» 

F.i7 = 47rr* 

also: , = i.r 

Bestimmen wir ebenso die krumme Oberfläche dieses Körpers, ^Iso die 
durch die Umdrehung des Curvenbogens AMG um die Asymptote TB er- 
zeugte FUehe, so wird: 






f=0 



dx 

fr 

V2r + 3a? — Vi^ 



Für die Bestimmung des Schwerpunkts dieser Fläche hat man: 



ü.ri^2Tt I xy^dx^ + dy* 



^(2r — x) V(2r + 3jr)(2r— jr) 



^2rtrß 



ix 



X 



= 7rr 1 4 (14r— 3«) V(2r+3jr) (2r — «) 

16- /, / 6r— 8x \ _,, / V2r+8a?+V2r-a; ^ 



lo Rficksicht auf die letzten Aufgaben, die sich auf die Umdrehungs- 
Körper und Umdrehungs-Oberflächen beziehn, dürften hier folgende beide 
Bemerkungen an ihrer Stelle sein. 

Erste Bemerk. Wenn man den Schwerpunkt eines durch Um- 
drehung einer Ebene um eine feste Axe (als welche hier z. B. die XAxe 
angenommen werden mag) entstandenen Körpers beatimmen will, so denkt 
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man sich denselben durch Ebenen, die parallel mit der y« Ebene gehn und 
in unendlich kleiner Entfernung von einander liegen, in unendlich dünne 
cylindrische oder konische Schichten zerlegt. Wenn die erzeugende ge- 
drehte Ebene durch die XAxe und durch eine Curve y=^f{x) begrenzt 
ist, so entsteht bei der Umdrehung ein abgestumpiter Kegel, dessen eine 
Endfläche ein Kreis mit dem Radius jf, die andre Endfläche ein Kreis 

mit dem Radius y + dy, dessen Seitenlinie ds=i^dx^ + dy^, und dessen 
Höhe =d^ ist. Der kubische Inhalt dieses unendlich kleinen Kegel- 
stumpfs wird 

= j.\iy^ + iy.d!/ + dy^^dx 

oder wenn man das unendlich Kleine der höhern Ordnung neben dem 
der ersten Ordnung wegwirft: 

= 7ty^.dx 
d. h. gleich dem kubischen Inhalt eines Cylinders, dessen Basis ein Kreis 
mit dem Radius y und dessen Höbe =^ds ist. 

Die Entfernung des Schwerpunkts dieses unendlich kleinen Körpers, 
der natfirlich auf der FAxe selbst liegt, von der yzEbene ist x+^dxy 
mithin sein Moment in Bezug auf die yjc Ebene 

= 7ry'^.dx.(x + idx) 
oder indem man wieder nur das unendlich Kleine der ersten Ordnung in 
der Rechnung behält: 

= Ttxy^.dx 
so wie wir es schon früher auf S. 112 gehabt haben. 

Vollkommen dasselbe Raisonnement in Bezug auf die Zerlegung eines 
Körpers in konische oder cylindrische Elemente, welches hier bei Rota- 
tionskörpern angestellt wurde, lässt sich auf alle solche Körper anwenden, 
welche symmetrisch in Bezug auf eine Axe sind , wie dieses z. B. beim 
Ellipsoid der Fall ist. 

Hat man nämlich ein Ellipsoid mit den drei Halbaxen üy b, e, so 
dass seine Gleichung 

a^+ 6» ^ c« ~ * 

ist, so wird jeder in der Entfernung s mit der y« Ebene parallel gefiUirte 
Schnitt eine Ellipse geben» deren Gleichung 
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c« "^ A* "" o» 
uml dereo beide Halbaxen : 

— Ja^ — ic* und — yla*—s'^ 
a ' a 

sind. Der Flächeninhalt dieser E)llipsc wird: 

= 7r.-^ (a* — a?') , 
also der kubische Inhalt einer unendlich dünnen Schicht: 

und deren Moment in Bezug auf die y« Ebene: 

Indem man diese beiden Ausdrucke zwischen den Grenzen x=n bis x=^tn 
integrirt, darauf den ersten in den zweiten dividirt, so erhält man die 
XCoordinate des Schwerpunkts des zwischen den Werthen J^a^n und a;=m 
liegenden Ellipsoiden- Stumpfs: 

= t(m + »).{r~r , x-J. . 

* |3a2 — m^ — mn — n* ( 

Setzt man hierin m=^a und n = Oy so erhält man die Entfernung des 
Schwerpunkts des halben Ellipsoids von der y% Ebene: 

= |a. 

Aehnliche flesultate wurden sich beim ein - und zweifachrigen Hyper- 
boloid, so wie auch beim elliptischen Paraboloid ergeben. 

Zweite Bemerk. Wenn man die Formeln für das Volumen und 
die krumme Oberfläche eines durch Umdrehung einer ebenen Fläche oder 
Curye um eine feste Axe entstandenen Körpers mit der Entfernung des 
Schwerpunkts dieser Fläche oder Curve von derselben Axe vergleicht, sq 
erhält man merkwürdige Beziehungen, die unter dem Namen der Quldin- 
sehen Regel bekannt sind. 

Wenn man (Fig. XXVllI.) die von ?5.wei ebenen Curven y - f{x) 
und y'=:q)(x) begrenzte Fläche CCDD'^ff um die XAxe dreht, so 
^tfitßht ein KA^p^t 4^eii kütochiCF k^MiU ^^ gewAbüliei^, ^ F M^m 
mag. Man hat aber in diesen« Füll, «afib & liSki 
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=n:/(y»— y: 



).ds 



und neant man i; die yCoardinate des Schwerpunkts der erzeugenden 
Flächq, so ist nach S. 104: 

dx 



^•^=i/y'~»")- 



Tfß\\\m durci) Elimination des gemeinsamen Integrals: 

V — 2nf}.U. 
Di^$e Bel^tipn gilt für den ganzen Revolutionskörper; man QrbiU 
aber Analoges auch für einen Thcil dBsselfaen. Wenn mao nämlich zwQi 
Ehenen legt, die sich längs der XAxe schneiden und unter einem Winkel 
= 9) gegen einander geneigt sind, so wird dadurch ein Stuck, welches 
W heissen mag, herausgeschpilten, dessen Volumen sich zu dem des 
ganzen Körpers verhält, wie der Winkel qp zu vier Rechten, so dass man hat: 

mithin, wenn man fär V den vorher gefundenen Werth einsetzt: 

Während die erzeugende Fläche sich so weit dreht, dass der Körper 
W gebildet wird, besdir^t der S^iwerpunkt mit dem Radius rj einen 
Kreisbogen, der zu dem Winkel cp gehört und dessen Länge also =q).Tj 
ist. Daher spricht die gefundene Gleichung folgenden Satz aus: 

Ein Theil eines Revolutionskörpers, der durch dieUm- 
dr^upg einer ebei|en Fläch« um ^inß in derselbet) Ebene 
liegende Gerade entsteht, ist gleich der erzeugenden 
Fläche muHipiicirt in den Weg, den deren Schwerpunkt 
bei dieser Drehung zurückgelegt hat. 

Denkt man sich den Flächeninhalt der ursprünglichen Fläche ~0, 
d. h. fallen die beiden Curven y=/(^) und y'=^(a?) in eine einzige 
zusammen, oder reduciren sie sich auf einen Corvenbogen, so dass 
also ü^ in 5 übergeh^, so wird der Körper V in ei|ie {(rumme Oberfläche 
U übergehn. Nennen wir nun das dem Winkel q) entsprechende Stück 
dieser Oberfläche =Q und die ^Qoor4inate des Schwerpunkts der erzeu- 
genden Curve wieder =1^, so ergibt sich gap^ analog: 

0:=q).r],S, 
welche Gleichung folgenden Satz ausspricht:. 
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Ein Theil einer Revolutionsoberfläche, welche durch 
die Umdrehung einer ebenen Cur?e um eine in derselben 
Ebene liegende Gerade entsteht, ist gleich der erzeugen* 
den Curve multiplicirt in den Weg, den ihr Schwerpunkt 
bei dieser Drehung zurückgelegt hat. 

Diese Regel wird nach dem Jesuiten Paulus Guldinus aus St. Gallen 
benannt, weil sie zuerst durch dessen Werk: De ceiuro graoitaHs. Viennae 
1640, lih. n, cap. VIII, prop. II den Mathematikern bekannt wurde, ob- 
wohl sie sich schon in des Pappus gesammelten Schriften am Ende der 
Vorrede des siebenten Buchs findet. 



Aufg. 15. Es soll der Schwerpunkt eines rechtwink- 
ligen sphärischen Dreiecks gefunden werden. 

Aufl. Wenn r der Radius der Kugel ist, so wird die Gleichung 
der Kugeloberfläche 

woraus man sogleich erhält: 

dz __ — JC 

dX ^fl rß2^y2 

dz -- ^ 

Vrfi».rf»»+<te».d«» + rfy*.<l«»=y H-(^|*+ {^y.dx.ig 

r 

= ' ' . ■ ' ■ : 1 ' "■ = ,.dx • dv 

Hiernach werden die auf S. 93 angegebenen Formeln in folgende ubergehn : 

V^l It^ ^ -'dx.dy 






dy 



.dx.dy 



und dieiie Ausdri^k^ W^fd^d den Scbwerpunkt fAUH sphärischen Dreiedcs 
besiiiimMn^ w^A ndaa die Grencen der Integrationen demgemfiss annimmt. 
Wir denken uns nun (Fig. XXIX.) ein bei C rechtwinkliges spfaä- 
riiehcfs Dreieck, in weMvem die. drei sphärischen Winkel durch Ä^ B, C 
und die gegenüberliegenden Seiten durch die entsprechenden kleinen Buch- 
staben Of bj c bezeichnet werden lk)llen. Der Anfangspunkt der recht- 
winkligen Coordinaten soll im HHteipupkt der Kugel, in liegen, der 
eine Schenkel CB des rechten Winkels des in Rede stebenden Dreiecks 
in der xt^ Ebene und der zweib iSchenkel desselben Winkels iii der jry Ebene. 
Wenn man sich bei dieser Annahme für fiB und CA bestimmte Zahlen- 
grössen a und b deilkt/ bo wird die dritte das Dreieck begrenzende Seite 

» 

ÄB^ da sie ein Bogen eines grössten Kugelkreises ist, als der Durchschnitt 
einer durch den Mittelpunkt der Kugel gelegten Ebene mit der Kugelober- 
fläche angesehn werden. Die Gleichung dieser durch den Anfangspunkt 

> 

der CoordinateA gehenden Ebene hat natfirlich die Form: 

' ' . . z^tnx + tijf. 

Um ih beiden Coetecienten m und n zu bestimmen, hat man,' weil diese 
Ebene durch den Punkt B gehn muss, die Bedingung: 

r8ina=:ifnreo$a 
und weif eii^ darcb den. Punkt Ä gehn muss, die Bedingung: 

o^mrcosb + nrsin b. 
Indem man hieraus m und n berechnet j erhält man als Gleichung der 
schneidenden Ebene: 

z=:j^.tanga — y.tanga,cotg (, 
welchp mit der Gleichung; der Kugeloberfläche 

zusammengestellt, die Gleichung der Schnittcurre AB gibt. 

Indem man aus diesen beiden Gleichungen 2 eliminirt, erhält man 
für AB* , d. h. |uf die Prejection der Schnittcurve auf die wy Ebene die 
Gleichung: ' 

• r 

r^=ia:^+yi + lx.tanga—y.tanga.tangbl , 

woraus sich ergibt: 

x=iy.sina^.cotg^±CMü*^r^—y^'—jf^ .sina^.cotgb'^. 
Für die hier angezogeue Figur t wo, das sphärische Dreieck kleiner 
II. « 
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gegenwärtige Unte^rsucbqng in ißf le^zjteii Q^(^^Ilg mx ^ Qhwm Xeir. 
q1(€P ia Apwendung ko^pa^n d^rL 

Int^rirt man nun die obigen fi^ppu^rlpt^^gpr^l« 2|inä^(bs)t i» B^ftug 
anf d^e Yariable x, so findet man: 



'/• 



^/^ 



'if' 




x.4y 



Die bier geschriebfinfn Functipnen unjter dei^ InleKrfi]iie]|Cbi^ s^^d al^er, 
noch zwisdien den gehörigen Grenzi^p zu nehmen, d. h. zwischen allen 
lYerlhffn .von j?, die zu der PTpj^flipnfcurvj^ AB* up(l, ^Jj^lf^e^i.^q 
Werthen, die zu de.m be^icenz^i^d^n Bp^n, AQ (^h&rep^ o^r, n)|t|,a|^f[E| 
Worten zwischen den Grenzen 

X ^g . «tff.af . c^g, b + mß^T^i -if ^jrrjr? ♦ «<fta^[» cßH ftp. . 
und x=iyjr^—^y^. 

m 

Setzt iDfan aber hierin , um die Rechnung etwas concinner zu machen : 

y.sin.a.cotgb 

oder da im sphärischen rechtwinkligen Dreieck, bei der oben angegebenen 
Bezeichnung, 9ina*cotgh=^cotgB hi: 
. , . y.eotgB 



•.I ' 



r2 — «» —y* All a* coro ö'^ 

ylr^-yt 



milä 



♦ t 






y= 



i 1 



\' ,.1 
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ergibt, so sind die beiden 6i;eqf)Y^i;il)^ vo|i 4r, zwischen welchen die 
GffJ»#^Q. wMi] c|e« qb«M^ <9jt^gr?azft^rt»»n. W »e^«» ei^ sind : 

cos Ä . cos (a — u) f-p — -^ ^^^ t^ . =v 

und a?=:(^lw»v^.y'. 

Htotdurck ^deln nan :< 



1) i;= 



r. / Farc («in==:(.)---ai'c J «tns== co« (a — m) |j. dy = r . A(a- 



2) ü.|=r. / V»-'— »*•«■«(«— ««)-<^» 






We crtt* nttd dride' ÖltJfchühg- geben , wenn mn dt» thettwjlse Integn» 
üoii' anwjijfle^« ..... 



i •., "5 



und wenn man für y den -rf)«» angegehlfeftW . Wertii durch tf , nämlich 

- ■ einsetzt: 

vi — co«tt*.«mB* 

f7=:ry (a — w) —r*. arc(»tn = cps^ .«inB) 

Diese Integrt^l«? sind offenbar von der Seite BC (od^r ihi^e^Projection 
^4) -bijl z*^.^^g(^ü^^c;rliegö(uden.Scl^eilel.4 auszudelmen, d/h, ypn y=0 
bis ytof.sm^, wobei nthtt die ent$p<^cbenden Werthe vön\«4 erhält: 

w=0 un4 ÄVciafc f»*» =s^^^y An man ab^lr. in '«Iftep bei CT recht- 

wiutt%msi>hiristh6ii-Bi^efecK^h . i ' 

9» 
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eotgB=$in a . coig b 

cosa.tinB^s^tosA 
' fang a=:co$B. fange 

so erhält man für die Integrale, wenn sie zwischen den gebllrigen Gren- 
zen geflommen werden: 

1) £^=r»(i + B— i^) 

2) J7.i7 = ^r».(a-^p..cw^) 

Das obige zweite Integral gibt, wenn man darin Bitkia-^^ aüflfol, 
und für sinu und cosu die Werthe durch y einsetzt: 

Cr.|=r.stna. i^r^ — y^.cosu.dy — r.cosa i ^r^ — y.äMnuy 
=zr.sina /y r^—^^i-dy—r .cosa /y.dy 

-,...-.../.^i^.,...-..±(-.=-4-j 

^ V 8inB^ ^ \ TsxnB] 

— \r.cosacotgB.y^ 
ttod wenn man dieses zwischen den Grenzen jf=0 bis y^r.9inh nimmt; 

-. . , i_. . «n6 5inc . . , - ' i 

Da wir aber hienn -r-» = -r-7, = «» c setzen können , so wird wegen 

8%nB 8tnC / 

der vorhin angeführten trigonometrischen Formel fang a=^ cos B. fange der 

letzte Term geradezu gleich dem ersten und die Gleichung reducift sich laiif : 

.3) U.^^^r^csmatinB. , 

Nehmen wir endlich das vierte der obigen Integrale und setzen wieder 

für 14 die Werthe durch y, so wird: 



t w« 



17. 5 = *• f^r^—y^ • 1 1 — cos {a—u) | . dy 



— r /^r^—y^,dy—rcosa /^r^^y\cosu.dy—r sina I ^r^^'^Mnu.dy 

^r ^ pr- ^"'- ^ r 
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md aiKUDt suTB cUwes zwiscbenien GrenieDf aO nmä ffisrr Hnh, «cF.wird: 

U.^=:ir^8inb\cosb — eosacosc-— sin a cos B -:— = j 

f stnJlf] . 



j - sinb sine 
oder da: -r-p«» -r-7v»fi»c 
smB stnC 



+|r»|j— ccosastnÄJ 



eosh^eosacosc + 8inasinbcosB 
casasinB^scosÄ 



4)l7.C=ir« J6 — ccosij 
Nimmt man for das spbiriscbe Dreieck einen ganzen Octanten der 



n . , ' . TT 



Kugeloberfläche, so hat man il=Ä=C=-5- ""^ auch a=56=:c=:-5- zu 
setzen, wodurch man erhält: 



ir.|=2.f. 



4 



' . •• -•- •' ü\tfsss^r^ , • * .: • 



< * 



«^■.?=^ir» 



Der Schwerpunkt dieser Oberfläche ist also um dea halben Badius 
?on jeder der drei Coordinatenebenen entfernt» Er liegt also auf dem 
Radius, den man vom Mittelpunkt der Kugel nach der Mitte der Ober- 

|l4cbe des Octantefi ^ieht und zwar um das Stück ^r^S vom Mittelpunkt 
entfernt. 

Nimmt man noch einen Octanten dazu, so dass man den vierten 
Theil der Kugeloberfiäche oder ein rechtwinkliges sphärisches Zweieck 
erhält, so liegt der Schwerpunkt auf dem Radius, der vom Mittelpunkt 
der Kugel nach der Mitte dieser Fläche gezogen wird und zwar um das 

Stuck rVi vom Mittelpunkt entfernt. 

Nimmt man endlich noch ein eben solches Zweieck hinzu, so dass 
BHin die Halbkugel erhält, so zieht man wieder einen Radius nach der 
MUte dieser Oberfläche, dann liegt dot^en Schwerpunkt auf diesem Radius 
und zwar um das Stück ^r vom Mittelpunkt der Kugel entfernt, r^ 



Schwerpuifkis euaes rechtwi|ikli^en .spblrJQcl^QQ tDreieelis kann man 
auch den Stih^erpankt irgend eines beliebig an sphärischen Dreiecks 
finden. — Man denke sich ^mlicb .(F^g. SXIX») an das erste gegebene, 
bei C rechtwinklige Dreieck kBC ein anderes, eb^fltalls bc;i C rechtwink- 
liges Dreieck ADC gelegt , welches die eiAe kli!hi|t(9 Mü foU dem '^orrgeti 
gemeinschaftlich hat, dann bi(deo|IC4i9^ CD, ;^i|awiMniiÄQgende Bögen 
eines und desselben grössten Kugelkreises unjd mv «rhal.leii ^anz im All- 
gemeinen ein sphärisches Dreieck APP, in w^elcbem duri^h fien einen 
Scheitel A ein grösster Kugelkreis AC gelegt ist, «der auf der Gegenseite 
ftettkve^C steht. Der Fläth^illhfiai ^6 «ersMi DreicMsks '\A9C'§tli 'Ü*, die 
eine Seite a-, der gegepübefliej^de Wipkel i'; in dem zweiten Dreiecff^ 
AD6 sei der Flächeninhalt sartJ*\ die eine Seite a'/ und ihr .Gegenwinkel A^'. 
Bezeichnet man nun die Coordinaten des Schwerpunkts von A ABC durch 
I', r]\ ^' und die des Schwerpunkts von A AVt durch ^'', 17'', ^", so 
hat man zu deren Bestimmung nach d(sm j^rigen folgende beiden Systeme 
▼on Gleichungen: 



U'.ti'=iir* (0'— c CO« B) tr** . 17'' = i r» (0" — d cot D) 

Ü'X^^^r^Xh-^tmA') ' ir^'.5^'=!±:'ii^^Ci^Ä^ri'M 

Nimmt man nun die Terbindungslinie des einen t)rei«cks - Scheitels A mit 
dem Mittelpunkt der Kugel als eine neue Aie una die senkrechte t!nt- 
ternang des iS^dhwcfr^nnkts Von A ABC ron der ih auf AO siinkrectit 
stehenden Ebene als eine neue Coordinate X' dieses SchwerpüAts an, 
und die analoge Eht^rMng Voh diel^sdb^n EMie ^ dib bift^chende 
€ootäihate X" d^ SchweifuiÄtfe des ÜrAfedis i'^t, ^ ^^n ibäh WfeAe 
)eletfa^tirsteb BeHdiungen ^^dieti z^äi iCöbi^fhatöh - %y4t6ttien ,^dib 
«inett gemefnirchaftli^Hen AhTiMigs^pühkt Wbtiik ^tid fl^eh it/Alteb eM^ 
Winkel = h mit einander machen : 

llienitiB ergebet (skh aber die Momkiiflie dar . ScUwei^iinlltti ider biiihm 
Dy^eäe iUN7 tod MI»£' in Oesüg anf die in O huf iO kimk#eAl iMebMilfe 
Ebene: - ■ 5 , •; •. 
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ü" . X" = I r'^ÜHDJtn a'^mb M- ^V» (a" — d coiD) si'n 6 
otfer da in Jfedeüa rechfwhikHgeii spbSHschen Di'eieck der Sinus einer ka- 
thete gleich der Tangente der aiider^ 'Kathete multlplicirt mit äerVotan- 
getUe des dieser letzte/n ' gegejiöberliei^enden Winl^els, also 
sina^^eetg^.iangl und $ina"=icotgD^tang.b 
ist: F'.X' = ir»a'«»6; t7".X" = fr»a"«n6. 

'Nennt Wan nun (7 clen Fläcbeniühalt äes ganzen Dreiecks äIBD upd X 
die mit ÄO parallel laufende Coordinate seines Schwerpunkts; schreibt 
man fernfer ^A'^A^^Ä und a^ + af^ = a^ so h^t maA 

UiiÜd'tli i!ak liro^^V^t 6iÄelr ];a[ri2'en Tigorätiön in Bezug auf jede beliebige, 
^8l> iucb %. B. ih 'Bezi^g iä'uf die hl aiif iO senkrecht stehende ilbene 
'^l'eidb 'deir Sämtoe 'tief Mb'tbit^'te Ae'r einzelnen theile in Befbg äüT die- 
selbe toi *!A äiiisä: • ' ' ■ 

'■•'••■' ■ ' ■ ■■'• ■' ■'^.x^Ki'-i-b".x'* ■ •■• ■ 

. . _ jrarinb 
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Nun ist aber h ein von einem Scheitelpunkt A eines sphfirisehen Üreieck^ 
ABD auf die Gegenseite a gefälltes Perpendikel, welches sich bekanntlich 

durch die drei Dr^iecksseiteii in folgender Weise ausdrücken lässt: 

2 / 

otricl V 

mitliin wirdt, Wemi ikiail . 
V«m|(a+c+rf)jmK--«+c+d)«nK«---c+(0«»i(a+c— d)=== ^ setzt; 

l+B + D — 7t sina 
Dieses ist die senkrec;!^^ Jßf^tfi^rBung des Sichwerpunkts des ganzen Drei« 
ecks AJ^D von einer Ebenem die in Ö senkrecht auf OÄ steht. 

Wenn nmä ebeBbo töd dem Sclrntti iB einen grMäten Kreis ^^i- 
recht auf die gegenuBerli\9^ende SeSte ii> lietH; iso wird ganz analog die 
senkrechte Entfernung desselben Schwerpunkts von einer Ebene, dM in 
senkrecht auf OB steht: 
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^ A + B + D—n'. $ini 

und ebenso findet man für die Entfernung Z des Schwerpunktes von 

einer Ebene, die in senkrecht auf OD steht: 

^_ c . rL 

Ä + B + D — 7t sine* 

Die 3 Ausdrücke X, Y, Z enthalten die vollständige Bestimmung der 

Lage des Schwerpunktes in unserem sphärischen Dreic;ck: sie legen ihn 

als den Durchschnittspunkt 3er Ebenen fest, welche in bekannten Ab- 

ständen vom Hittelpunkte auf den 3 Radien Oi,. OB, OD .perpendikulär 

« 

stehen. Um noch die Bestimmung der Coordinatenwerthe zu erhalten, 
nehme man den Mittelpunkt der Kägel -zi^m Anfangspunkt rechtwinkliger 
Coordin^ten, die Ebene ÄOB zur Ebene der xg upd dein Radius OA zur 
Axe der x. Alsdann ist der Winkel, welchen QD mit der A%e. der x 
einschliesst , offenbar d und die beiden Winkel» welche dasselbe OD mit 
den Axen der y und x respektive einschliesst, m6ge^ JB\% /^..und a be- 
zeichnet werden. Ferner die Winkel der OB mit den Axen der x, y, x 

sind -^, — c, e und die ffükel der OA mit' eben diteen Axen 

-^, -H-, 0. Um die beiden unbekannten ' Winkel ß und y zu bestimmen, 

bemerke man, dass 

eos^ d + eoB^ ß + eo$^ y = 1 
sein muss, sowie dass der Winkel zwischen 06 und OD gleich a ist. 
Hieraus folgt mich einem bekannten Theoreme der analytischen Geometrie 

eo8a=iC08cco8d + co8y -^ c j co8 ß + ^qs -^ eos^f 

oder / 

co$a^co8c C08d + stnc C08ß. 
Die letzte Gleichung giebt 

^ C08a—U8ceö8d eOBAsinertnd i . . 

C08ß=^ ; =5= : ; — = e08A 8t^d , 

* 8tnc 8me' ^ 

uiid die erste Gleichung gebt durch diese Substitution üb«r in ' 

woher • . '. . 

C08y=:8inA8ind . '^ ;.; 



- . ♦ 
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iolgt Ntdhdtai airf di^e Weike die Winkel ; i^elche «e S mA d^ii 
Eckpunkten nliseree Dreieckes gezogenen Radien mit den^ Coordkiaten«- 
«xen eincfeUieMen , Tollsttodig beetinml sind, kW es Dicht schwer, die 
C^ielchungeii der B EUenen anzugiiken , deren Dorchsdbnittspaiikt in dien 
fedBchtei^ Sdmerpunkt kineinfäBt. 

Zufolge emtes biokanntea Sattes der analftisdien Geiimetrie ist die 
Gleichung einer Ebene » deren Abstand sowohl nach seiner Grösse durdi 
die Masazahl e, «Is auch naich seiner Lage durdi dicf 3 Winkel a^ ßy f 
mit den Axen der w, y, % gegeben ist: 

uU kiieniacb' wMen die Gkicbüngen no&erer 8 Ebenen: 

itsm4*st^d + ^«o<l t^ci + flrc<iid»f 
yafnd + JBC0fe=3F 

ans denen, die Werthe der Coordinaten »» y, «des gesuehtett' Schwer- 
punktes leiehl berechnet welrd^n könn^L 



» . 



Ttefte TorlMinaff. 

Theorie der Ketten linie. 
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. -i BSsb^r haben .wiir aDgeiiomiikeB;> dass diif Punkte ^ auf welche wir 
geMase i Kräfte wiifcend dieokenf^ einen nmferinderlidiein Zu^luineiihaiig 
tttlier sieb haben. ' Nun gieb^es aber Systeme Ton Punkten^ welche nicht 
inSuB^äddiBrlMier Weise mk dinahder verbunden: sind, und es sind itte 
fie£kigiii^BMi des; Gleichgewichtes für einen Solchen Fall festzustellen. 

> Betraebten wir (Fig; XXJL) einen onausdebnbaren; übend! gfetA* 
nfligeii.u(id.T!ollkoninielibiegaaBMn Faden, und nehmmi/wir an^ dass er 
teter de^EinwiAimg gewf^er in den Angriffipunktiin i« JB, C, Dy •••• Jlf 
mgebraditer Kräfte ijr, J\ , P^, P,, ... K inl Zustande des Cleidi« 
gewichtes die Form' der gebroehcinen Linie ABVD....M annehtfae^ Die 
in d^n: festen Endpunkten Ü luid M wirkenden Kfifte k^iftn man silih als 
Wkbnttnde denken v ▼eraig« dilren die ron den übrigen KnUten her- 
rthr^hd^* fipsAanuiig auagfebaiteii;. wird, oder aurob ittan^ kttiu aicli in. dii 
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MnbfeB feste lolhbdnikta; »er %eh&6 'der FMeh dafck «c IKrUle f 
und V «e^dgen hinlAuft. Oft irüke Pf '•* f^» •*•• Inraudite' fioHt 
tiothweadif in einer EIMe.bu lidgMi und kteneb ab die SpatabkiMte f;»- 
firikser in ibi^ fiDcftBa^aniiten .0:, (7.> D, a. fesl^ekUiiAer'Sdle^ etUbUl; 
deren Ricbtuogen sie wirken, vorgestdü irenUm Bfn 'sMAea-ifiiBleai 
'viki iPiinklUB A, 'B, ff, !0, .... M, irie es aof Mm^iNagseiiftetiTaden 
All4f/>*..;W «irfhaltea ist» nenBckr mir *eitt Fiinikubr* oder fieilpoljgöii, 
und es >niate Min iMMerfcnKllt «eitieii« welUicB Vieriititaias. dib JKnRe- J», 

Pi, Pj» P], K* unter einaadlBr liUieii^ 'wenn, das Syatonl inlUilie 

bleiben soll. 

In dem Punkte ß zttnäcbst wirkt dib Kitft JT» Mehe Hm «* idar 
Richtung ?on B hadt A ziebt » Icriier die fUefl J^ entlang der Richtung 
des Seiles, an welchem sie annebraAt »t^ und endlich eine gewisse 
Kraft, welche ihn in dem Sinna Von B nach C zu bewegen strebt und 
^eldke offeliinr nur fbn der vereiniglen WiHiuB^ ddr iWgaki KrflM heiv 
kommen kann. Damit der Punkt iB ib Kuba bieiike^ iiAdseii dMe f 
Kräfte sich gegenseitig yernichten: mitbin muss die Resultante vonZ und 
Pi gleich und entgegengesetzt sein der Kraft, welche in dem Sinne von 
B nach C wirkt. RezQi||ini ^liif ito lladiHtoA* Kbsoluten Grösse mitP', 
so wird sie nach der. Verlängerung von pC in, deiQ Sinne von B nach B* 
gerichtet sein. Eine Kraft darf nach jedem Punkt ihrer Richtung yerlegt 
werden: daher können wir die Ki^ J' auch in C anbringen. Dann ha- 
1>eii wir m ü wiisMmh 3 Kräfte; die Kraft £% die von C taaoh 4 Virkt, 
tfe Vraft IV tiflHl (die «eaannntwirhong der «Iri^ Kräfte^ iMlche den 
Foiikt C nach D hiiHreibt. OdaiH «Michse^lebl mi; mnaaidie >creiBigle 
Wirkoifg del* beiden ersten Kräfte gleieh tmä mmegalgütfbt um der 
letzten Krkfli Also Uie ReisuitaDte O io» W mü P^ üinaä» xMatiiffä tt 
d^ fUcItaBg <!(? mik^\ diesellK «It abädut «feüovnen C;iBaaddili mit 
ifer Uteukantn von K, P| , Pf fausamaeeih mitbin da^F >makirfir.ilen 
Vatt.des GftiGbgeWiehUis> die 9 Kräfte IT« P|, P^ eiA «erkdeiu >nlnii 
dtoi l^unkle C, als ihhem Anfangi^nkte , ^ansj^onü^t üenkUi;' >flm 
«ft^nso kdnn : man sich d)e Kraft ü nach i) Tierlegt denfcft > Wo dib'aidi 
liiit der Kraft P^ zu deii ReMtaate Vi Irer^ibigl, ^wiqbe tleidi und enti- 
geg^ngetet^ »t dd* Geakmmtwirkbng ddr Krifta <ron der anAaMa''Aailfc 
ter. Die Kt^fl «': atattt <Mider i«e.ltaeulMke!d^ &9*fte \&y^, ^i '9k 
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AßiTefi. 1ä ifcs«^ An kMii initf* fmfAtirMi lütM'bekoiMH^wbliwiilidi ^üe 
^lietijaiimtki 'Kvihet, l\» J^, J^, .... In 'JT tur«Mgt, «dereii Geisaiiml- 
WirkMg gltidi ütiri «tftgcrg^ng^sem d^ (Kraft 1?" Bein iiius». Alii» fftt* d<ki 
Fall des CHifticbg^lü^t«!» VaidMi taidiT^ 4kh d)^ i^aikiMlidhoii irifte *£, i^i, 

TPj-, P,, iT' 'pandM wit ihrefi iUdJtMfei^ liMh -d^m tEvdpiirikte M 

IraDtpoMfen:*' das i(»lsi«fcf«wi«bl des (tei^>efj<||«aeb ist idf da» GMeb- 
n^^iAt «}h<$8 Pttdlil«» zlirt)6kgi»ruhPt> ^r ^eldken ehm dieselben SiÜlfle 
'¥Ar&^n Wie auf ^1« 'Iteiip«!)^!! oder di« BedftH(usf^sg)fte4ebm<n|peii, 
'Itel'eh^ tttt dbs €il)e4«h|;iswieht eitr«» f^bbktes gelt^n^ 'siyri 
«lech' tiorch rai" äki Glei<ihgiewiKdit dei S^eifperi'ygiolil» lii»- 
tl^idiefiid. ' 

S^eichMb ^ teUnfs 4bpes aRalj^sciien Auslrtfdres 4ie IVtaM, 
\¥flkbt ^\h RMflvAfygen dtsr firMto Jr> ff^, 1^, #\, .... JT' mk flen ^bleii 
>AM* i^, '^, ii >eiiiseblieesto , rdspektite mit er, |t, 9^; <l| < |9i, 7^;' &ii^h^ 
y%9 . . . - et' j ß* , /: so müssen die Seitenresultanten der gegrfMfllfti 
Kräfte in jeder der 3 AiRmndftuifgto i$teh mMHiren oder wir erhalten: 
Kcos a + P| cosai + fs «V^tkr, + #V *'*« ^ . . . + JSTcoia'ss 

' If'^Wf + P|'»a*>\ + ^4 d^»5^ + Pi w>«yi 4- - . 4-if**»y^^^ 
bims mi au^h Mlacmieii, iwelobe Üe firfifle IT, JCS P|; f^, 4^^'- 
^itefaiWAittg lAftUeh indsben , dmait QteMh«eiMclK ist«tt ' ]ti»m. 

• ItsnH i«rir «fi$ >aer Berlditbiig dMer <:tiiidhiiiif;«n erinnern >^^iobt 
•iios <die» Anlabs cu einer lüdMigeft Aeraerkuttg. Denitriii iiir . uns . ir^^'äd 
«hh» 4KEtf oitaiite FladtnllMe, i.fi. f'i», »0 «Mrd vna« si^^ für ideii Fill 
dta 6ll»Rdi|^wMiU, atte «rilfte auf «er «iMti Beile, nMnlioh K, P, > P^ 
%'i«ni 9iükn £n(^unAte & fereitifgt detrircn können Md Ig^ nach lieni- 

selben Baisonnement lassen sich die Kräfte P, , K* auf tfef Inderin 

Seite nach ^em ^mderen EodjMiBktt P t^mspo^km* Zdgleich erhellt, 
dass beide Resri^taitM, da iie »sith ge^gmeMtilgveriiiditeH müssen, mit 
gleicher Intensität, «bor im eiitgegekigeMtxWn Shme tentiaAg des Fadens 
dByivifkvB. Die igüaeinschaftlicb« intuneitSt ddr :b>eideli R«- 
^oltante«, hilfreicher d«r Fad^n in livr Jtiditung sQ4»i9r 
jieidBti Terli'lFgierufiig^en fortgeaogreik wird, iheiest s^ine 
S^^iiailnrg. Im *l%ei>e i tfeh >wird die «firibiihiAg in •tfriem FdMknlar- 
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p6lygen iskh ^n eiQ«r &^tA mr «ndecn Indem: nberiwie sie aadi sonst 
beschaffen s^in Bii^;e, inunidr wird sie sldi sowobl nach ihrer Grösse als 
auch nach ihrer Richiung Tennöge der Regpl des Pamll^graronies d^ 
Kk^äfke ale die ResulUnü sammtlicher Kräfte BusammenseUen lassen, 
Welche auf einer beliebigen Seite des betrachteten Fadens Ifegen» 

In dcar Praxis wirken meiatentheite an Mneaii gegebenen Seile und in 
gegebenen Richtungen gewisse gleichfalls gegebene Kräfte P| , F^y P^ •^*, 
weldie in den Punkten B^ C, P, ,... derartig ai^reifen, dass dia Ent- 
fernungen AM, BCy CD.^ 4 :. .■ bekannte Längen, darstellen« die wir mit 
%i «2» Hf •••• beaeichaen wollen« Es ist aitsznmittela^, yvie grosa die 
Intebsitijten der Kräfte K, K* und wekbes.ihre RichUmgeq «eien.* Pie 
Endpunkte A und ilf des Polygons sind gegeben. Mitbin sind .8 im- 
bdkatfUte Grdasea Ki K\ a, ß; y^ et* ^ ß* , y^ vk beatimmen, wo^u die 
einigen 5 B«diQ|guqgsglei<hungen,ticht ausreachen» Indessen* finden nach 
canem brannten Satze der analytisehen Geometrie noch die Relationen 
irtatt: 

cos' a + 00« V + «>«*y =* 1 

. ca»*«' + c»$V'+^^*3^=*l» 
und die S^Uirisen Cleidiungen ergeben sieh in Folge 4es Umatandes, 

dass wfa*.die Entfernung der Endpunkte A und tf kenil^n, Näoifich die 

.Projektiaft dii^ser Eatfemu^g auf eine beliebige der 9 AseU: muss ^eicb 

sein der Suniflie ?on deau ProieklMnien sämrotlichet Polygonseitea auf.difh 

aelbe;Axe, Mögen also die Winkel, welche die Polygianseitea iJ, B(7, 

'CD/...^. «it den Axen. der(r> y\ % eiatscMiessen , nach einander mit 

er; ßi y; «i, h^, c,; a,^ 6^, c,;. o', fS', / bezei^nei uterd^n, 

srewie die beaeichnete Entfernung »k I und ihrfe respektmn Projektionen, 

nwfehä gJeichCfills bekannte firösBett sind» mit I«, l^j h* so folgen mt^ii 

die 3 Gleäcbungea: 

|^:=:fi eof a + s^ca^Oi + 's^JoaiTt +a4Cdaa8 +... 

{ysrsi tfo«/;-|.^co»fr| + «kC0«6x +S4C<»s6s +... 

Isssaioosy+'^tcofei + ascasc2 +a4C0SCs+... 
und die Zahl der Bestimmang^gldcbungen wäre vollständig, wenn fdaa), 
eos(|, cD5C|, caids,: caeft)» co'^s ^^c« bekannte Auedrfidie wären« Dies 
sind sie nun freilich nicht: vielmehr ist ihre andytiiehe Bestinunuog 
ziemfich Terwickelt und {ihrt[ zu ganz intrafctabeki Auadrfibkenr.doeh bum 
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in$n iireiiigsCeDfl ofanie besondere Mibe die Mög^keit ilirer Bestiiiniuiif 
iiaehweisen. • 

' Bekanndifb ist eine Gerade darch ihre Richtong und einen spedeüeii 
Pttttkt auf fbr vollständig bestimmt. Nehmen wir nun filr den AugenbliA 
an, diel Rithtung von AB, d. b. die Winkel a, ß, y ^i*^ bestimmt, so 
inflsste es aodi der Punkt B sein, weil der Punkt A und die Ungo 
JB^s gegeben iikt. Diesen Pnnkt kann man auch ab einen Pnnkl anf 
ff (7 ansehen: t6f^h ist die genannte Gerade, da ihre Richtong • sieh 
Termdgcr des ParafRtfogrammes der- Kräftä aus der Kraft IT, die wir «nH 
iiacb ff'transponirt denken, und ans der bekannten Kraft Pi ergiebt, toH^ 
ständig bestimmt und', weil BC eine gegebene Länge bat, eugleidh der 
Punkt C. So geht man weiter fort und erhält allmähliGh did Bestimmung 
äUr Polygonseitbn ; dieselbe zurQckgefilhrt auf lauter bekannte Grfesen 
and auf die Unbekannten K, a, ßy y. Wenn eine Gerade bestimmt ist^ 
»0 sind es auch ihre Winkel mit den Coordinatenaxen , sowie deren tri^ 
gonometrische Funktionen. Demgemäss resulüren die versdiiedenen Ans-« 
drücke tosa, co$h, co$€ als Funktionen von JT, or, /?, y und nach deren 
Substitution in die 9 letzten Gleichungen werden dieselben blos noch die 
frifheten Unbekannten enthalten und mithin die Zahl de^ Bestimmongs^ 
gleicbufigea voll machen. 

|. 16. 

Di« Lehre ton den Punikularpolyj[onen findiSt ihre wicfatigstfe Ah'^ 
Wendung bei der Kettenlinie. 

Wir betrachten einen dur^h^ns homogenen, vollkommen biegsamen 
Faden yon überall gleicher Dicke (Fig. XXXI.) imd nehmen an , er sei in 
seinen Endptinkten jÜl %md K' bejfestigt. Durch den Ernfluss der Schwere 
^rd d^r Faden niedergezogen und ; ' ^^n Gleichgewicht eingetreten ist^ 
eine bestimmte Krümmung zeigen , 'deren Folgte man tmtef dem Nannih 
^et ^fettenKnie begreift* Die Befcstignng* des Fadens odef der Kette in 
4ett' beidisn Endpunkten wird einen gewissen Widerstand erzeugen, der 
sich am Ende mit der* den Faden anspannenden Schwerkraft ins Gleich^ 
gewicht setzt und dadurch den Zustand 'defl^Iie herbeiführt: diese bei- 
^dM WMerständski'äfte sollen mit K und K' bezeithnet werden; - Legen 
wir uns nun durch deren Angriffspunkte K und JP eine V^tttikalebta^ 



Ketteolinie mit Nothwendigkeit in diese Ebene hineinrällt. fif^' ;4Jift 

dia CßwifibtA Beiner nioz^l^ea Tbeik» «Adi fla. diei^ in; v^r^iktS^P) gi^tf^ 
9i«h(Bo,^ ^ i« jlfi^ii^ Gi^upri cbinliber^ we^ajb er aiy (to/ ßitrhtmg 4fV Pfiz 
«U(duieUa> y^MtoleJiMe b^niu4geben|it vi^ei^tfet fio^te^ I^. wolle^;. Wffi 
S9i?a4]MH äiA ißUh Kl golfiSte. KATiliMMale, %W. Axe ^eip 4^» «ofi^^V; 
yeniU|#( duirh. .d^nisiJbea ß^^tlt 4Ur: Ai(i| 4fr «j n^i^»«; 4^6 K^TW 
jf. dfiUm vQn pj^ep 9sic^ nnten^^ j^^hn^t werden, IXmh^ WV^^M^ % HW? 
kmdeo iKrÄfte ap^^er 4i9t Wid|eirpt404s)MrS%o K ,^^M* .m^ ifß,Gfpif]^ 

^ij *!.. Ptt 4ßP S^lß^ io d^p. (^e|bi9|i PupMWjSWA- d^l 4«7 

ftelbi^a. 9]j[e paval|(?j mjt dap; 4^^eu d§ir y g^mUet .sif^j m #4 ihW 
Winket mit deip Ax^a. der ^ ||#M»Üipl). z^W, ^ ipit, d^, A*^ d^i; g 
WliiRtdi^h g)eid». 0, ivmI ^ piit der Ax^ d^r »« 4* b,. ^it i}q* $e|pkn 
]:eclit#<ii, die durchs d^p Pi^q^t KßUik ^«,1 <|^r Bf^eu^ dffr. opy, »eifWl^twi 
laa^t, «ämptfäct^ gleio)i ,00*^ ^enso grosSs wecdw i^fK^lr.di^ \V^^^ 4^ 
WijifrstewdskrAH«: J!^ uiwl If' wU di?^f H'^iw A^seifs,. wa^^.^^g 
Wnhd. milL d^ ^&o^ der- o? wr^ d?f' y, yyod^vligi lo^i, i^f .wj^AfMfiliW 
C^m\wt^:g^ei^ 94r^r b^b^ wif in dea Gle|(^QWj(cbMgi9Pl?^^4SW '^W 
vorigen $. a|=:a,=a,=.... = 90ö, ft =/?t=/'i?^f-^IP*/ yi^'^TiiSr JT^ 
s=;^jK ....=/«» 90* einzusetzen: bierdurcb werden sieb die beiden Sei- 
ten der 3ten Gleichung gänzlich aaüilllren, wie es sein muss, da unsere 
Cf^Qi T4^nft{ipdigi in iiß Ehepa der ,«.,](. Mqeipi;||it,: di^.^^ea ersten 
Gleichungen dagegen werden: 

Wdr. d« fppipve 4«!» verßclHefleiQen jPi wji:(} ^ijer. ,#9Pl^?r^ ;wW?:'aRdfif^ 

meim VatHR ^«r Kpttflulipie ?a ibufi. feM #|hig. aem, eiqfff ltf^it>MIS» 

Ijiqnd seioeCoordinaten «-und.jf: dao^. -vM' ia cjerfwelhw do^, tW^ 
gjan^sfe SpMinuffg 7 slaU))^a, d«r«a IUpUtung,:i^.dia. TaHgif<^4e:b^^fiiar 
ßüle« mvfis. Di«. WufW ; dqr Tai)gq(eq^ .ffljt, .d^ :^<i<|«i;i • M«» «<#W 
^;.Ha4,»:iMn»,.^q:da||8 , ■, ,; . ;, ,,.,., ^.;.,, ,;., 
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kit> ftHriiei/dM#l.äogfi Ahs Bi»9«isi ML gleich», 4m ficurieht der LügMi^ 
einheit des FadeDS gleich ptbndi Mglkhidas ttswjicht der« gaiizen Bogein 
länge gleich ps. Alsdans^gebeo^diftle^SDgaDgsgleiihungen för das Gleich- 
gewicht der Fadenlinfe fi, m» dev^li Endf^nkten die Kräfte K und T 
wirken, » 

ITeoia+rcosiisO, iTcon^-fTcoitJ + Pi +?, + ?, + . .. = 
oder, da die Summe der Gewichte P offenbar nichts anderes als das 
Gewicht p$ des Bogens JFfi> ib^ 

— Teoiu^Kcofa; -^T^i^v^Keotß+ps. 
If^^eßj^ GleicbwÄg^n is^, da, ^ie. if ralt JC in dw»r.&W*e, ypn^^ n^ii^ 4f 
wirkt, ß^YKM, a^XKM; mithin coi/} - cosKJ^lfa« — cos FJTiV» 
^^finlSriV; tösa^toiXKM^ — toiXKW. D^her, wenn wif jetzt unter 
dfiii ^RinJieiiaadÄftii^wkel Xifrt YVst<»hen, kdnneAi i^jy. im im v«l|#?r 
g^hen^en, Gleichungen eosa durch — cp$aj cosß durch — ftna ersetzen 
upd ^rhaltQn : , 

tcosu = Kcosa; Tcosv=^Kiina — p$. 

Aus d^ei^eUr Gleicl^unjgen folgt we^en co^'t«4-c08't)= 1^ durch Divisen 



eosv, sinu, ^ . Ksina-r-ps 



coju cQMu " Keosa 

oder zufolge des be^aiHjiten-TlteoremsT »^^ weld^ ^ic trigonometrische 
Tangente des Winkels zwischen d'er Tangirenden und der Ax^ der x^ d.en 

Differentialquotientea^ ^n^ zum Ausd^ftoke l)at 



• • • 
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dy Ksi na—p s 
dx Kcosa 

Dies ist die Differentialgleichung, unserer GurvjS^und es sind in ihr JT und 
a Constanten, über welche wir noch weiter Unten handeln werden, da- 
gegen I variabel, indem es durch die Formel 



ten Gleichungen, in denen T Torkommt, ^^t quadrirt und dann addirt, 
tfo erhält tnan " ' ' - - . . ' 

(2)^=yJP■^2J«l:;«n«+f«.^, 

Die SpannoDg ist demgemäss eine Funktion des BogedB^>unserer Curve. 



< k < » 
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Es ist Ton Interesse , deqenigM W«iih des f in bestimmen , fQr welchen 
dieselbe eiii Maximud oder ein Maximvm wird%. 2ci dem Zwecke differeiH 
türen wir die Gleicbulig.(2) «ach.s, wodurch . 

dT _ —2pE9ima-^2pU 

erhalten wird. Dieser Ausdruck annullirt sich für 



8 = 



und diesem Werthe ?on $ entspringt die Spapowg 

Dieselbe ist ein Mmimum. weil — r-?- n&r den bezeichneten specielleh 

Wertb des s von demselben Vorzeichen mit T ausfällt. Für eben diesen 

Werth ergiebt sich niaeh -j^i^rö, d. h* die fabgirende in dem eait*' 

sprechenden Punkte läuft mit der Axe der x parallel oder der Punkt» in 
welchem die geringste Spannung statt findet, ist zugleich der tiefste Punkt 
der Curve, 

Um nun die Gleichung der Curve zwischen x und y selbst herzu- 
stellen , differentiiren wir die Gleicbuag (1), wodurch wir 



. ) 



da)* tcosa \ ^\.dxl 



erhalten und setzen 



« 

dy . d^y du du 

-j^ = u, also -r-T="j-" =*T-; 
dx dx^ dx dy 



« * • « t 



so folgt: 



' <««1M 



udu 






^1 + ti^ Kcosa 



woher 






Kcosa 



Die Constante ergiebt sich äiis den zu'sammengebörigeh' Werthen filr den 
Punkt K, nämlich ysO, -^sssu^^tga^ und wenn maif ihrea Wertb 

sowie wieder ~ für. fi einsetzt , s6 kominl 



14S 



(3) 



K-py=Kcosa-yfl+(^)\ 



VermiUelst Elimination von -j^ aus den Gleichungen (1) und (3) kann 

man beiUufig auch den Bogenausdmck der Curve als Funktion ?on g er* 
halten, nämlich 

(4) , = Ksina:{:yJiK-py)^^K^€0$^a 

» 

wo wegen des doppelten VerzetcheBS die weiter unten folgende Bemerkung 

nachzusehen i»L Die gesuchte Curve ist mithin auf jeden Fall rek** 

üficirbar. Zugleich wollen wir schon jetzt uns aus der GleichuBg (3) die 

Ordinate des tiefsten Punktes berechnen, weil wir für das Folgende 

dv 
deren Werth gehrauchen« Für diesen Punkt ist -—-ssQ, v = JtS und 

ax "^ 

mithin 

K—p.RS=^±Kcoia. 
Wir dürfen hier nur das obere Vorzeichen nehmen: denn für den Fall 
a SS geht die Kettenlinie bei straffer Anspannung geradezu in eine Ho- 
rizontallinie über und muss sich RS annulliren. In Rücksicht auf diese 
Bemerkung folgt: 

ÄS= — (l_co«a). 
P 

Um nun die Gleichung (3) weiter zu integriren, bringen wir sie auf 
die Form 

Die Bedeutung des doppelten Zeichens ergiebt sich auf eine einfache 
Weise. Der Zuwachs des x oder das Differential dx soll positi? sein, 
sowohl wenn der Zuwachs dy von y positiv, als wenn er negativ aus- 
f31It: das heisst nichts anderes, als dass s beständig wächst, eben sowohl 
wenn y zunimmt, als auch wenn y abnimmt. Die y werden bis zu dem 
tiefsten Punkte wachsen, dessen Ordinate RS wir so eben bestimmt 
haben, und von da werden sie wieder abnelimen. Die Kettenlinie wird 
also einen absteigenden und einen aufsteigenden Theil haben: dem 
ersteren entspricht das obere, .dem zweiten das untere Vorzeichen. 
11. 10 
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Das Integral cter letzten Differentialgleichung ist übrigens : 

Um die Cfonstante ifur den absteigenden Bogen KS zu bestimmen be- 
iiierKi^n wir, das» sich die Coordinaftenwerthe x s und ^ « ent^ 
sprechen* Man erhSlt 

yfi^ den aufftteifenden Bogen anbetrifft, so bestimmen mr die CoDstantii 
dttrch den tiefsten Punkt iS, der sowohl im al^steigend«» wie im auf- 
steigende» ftoigeii liegt. In erster Htnskht erhaken Wir durch Ei»-* 
setinng de» Werthes^on RS in die letzte Gleichung ris die 'zusammen 
gehörigen Coordinaten des Punkte S: 

/fl^ »P ^(1 — ^^^^ 2Ksin^^a ..__ Keosa. cosa 

(t>) ili3 = = ; nK=: lg z: : — 

^ p P p ^ 1 — 8tna 



P 
Mcosa 



Zflf cot (45®— ia). 



• •• P 

Vermögt dieser Werthe bestimmt sich die Constanie fQr den aii&! 

sieigenden Bogen und man erluilt deesen Gleichung: 

Die Gleichungen für den absteigenden and für den aufsteigenden Curven- 
bogen lassen sich offenbar in eine einzige zusammenfassen, nämlich in 
die Gleichung: 

/7^ ^^ Kcosa .^i Jli:—py^:^liK—py)^—K^cos^a 

WQ s^ich das obere Vorzeichen auf den erstgenannten^ das untere auf (Jen 
zweitg^.nannten. Bogen bezieht. 

Ufi^rsux^hen wir nun die Spannungsyerhäjtniase etwasi genauer, welche 
in ,d^n. eiinz/elnen Punkten dei* Curve stattfinden und gebep zunächst dei| 
G^eiphiuigf» (2). und (4) die Form 

Tffr 4^^ cps^ a + (pt-^jr«!»«)* 

so|;iebtdi^.auI»tifülion der letzten in dieierstle augciiUidüic& die fileiohusg: 

(8) T=p.Ä~i>y, 



V' t 



Dil» Spannung tfrOdtC eicfa denagemtei) äosiserst einfach ala äin^ lineare 
Funktion von der Ordinate des zugehörigen Curirenpunktes aus. Cerlegeh 
wir sie nach den jRiclUungen der beiden Axen, so ist der Ausdruck (Qr 

die Horizontalspannuilg ''-3—» «"«1 der Ausdruck für die Yertikal- 

spannung T-z^, Ifldera bi&kannUich -3^ und -7^ 4ie Cosinus der Win- 

kel bezeichnen , welche die Richtung der Spannung;» d. h. die Beruhrungs- 

Unie, mit den Axen der x und g einschüesst« Nun folgt aus den Glei- 

dnhigen (3) und (4) 

dx _ Keoia 
ds '^ K—py 

dy , ^(K — py)' — K' cos^a _ Estna — ps 

"57""- E—py "~ K—py ' 

und wir erhalten demgemäss die Componenten der .Spannung 

(9) T^=tKeo8a; T^^Esina—ps. 
ds d$ 

Die Deutung dieser Resultate ist einfach. Das erste giebt augenblicklich 

folgendes Theorem: 

Die Horizontaispannung auf einer Kettenlinie ist für 
alle Punkte dieselbe, nämlich die horizontale Componente 
des Widerstandes in den Aufhängepunkten. 

• Um zur Detrtun^ des x>v^eiten Resultates zu gelangen, bemerke man, 

dass zufolge Formel (4) die Bogenlänge 

Esina 
80^ ES— 

wird: mithin muss Esina das Gewicht des Bogens ES bezeichnen und 
drückt die Differenz Esina — ps das Gewicht des Bogens LS aus. Man 
datf daker mn den folgändea Salz aussprechen: 

' Die Vertikalspannung, welche in einem b^ii^bigen 
Punkte der Kettenlinie stattfindet, ist gleich dem Ge* 
wichte des unter ihm befindlichen Theiles der Kette, die- 
selbe bis zum tiefsten Punkte gerechnet. 

Ehe wir die Betrachtung iet Kettenlinie abschliessen , wollen wur 
tkodk die girwöhnliche Form herleite, in welcher sie diseolirt m werden 

10* 
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pflegt Zunächst kehre man die Gleichung (7) in Bezug auf die \ariabelo 
X und 9 uro. Man erhält hierdurch 

(10) K-n^K ^ ~g""" e"^ +Jr ^ +^*'"" e"""^. 
Nun führe man die neuen Coordinaten 



V- — r^=— » ^-^ :; — ^9 



cosa 



p p p 1 — «na 

ein, d.h. man setze in die Torige Gleichung K — prj statt py und § + 

19-^ : — statt X ein, und setze noch um der Abkürzung 

p ' 1 — stna 

willen 

- Kcosa 

Alsdann erhält man nach mehrfachen Reduktionen die transfbrmirte Glei- 
chung der Kettenlinie: 

Im Betreff des Coordinatensystems, auf welches diese Gleichung bezogen 
wird, ist zu bemerken, dass die Richtung der neuen Axen der Richtung 
der alten Axen parallel ist. Dagegen ist, da die Werthe ^^=0 und 

xssz lg- : — einander entsprechen, der Anfangspunkt in der 

p " 1 — stna * ^ '^ 

Richtung der Axe der x um die Strecke lg _^ . fortgerückt : 

die Axe der rj ist also die Vertikale, welche durch den tiefsten Punkt S 
der Curve geht. Die Ordinate des neuen Anfangspunktes auf der be- 

K 

zeichneten Vertikale ist v =-- — , da dieser Werth der Annahme w = 

P 
^ssO entspricht: sie ist so gross als die Länge enies mit der 

Kette gleichartigen Fadens ausmacht, dessen Gewicht der Widerstands- 
kraft K gleich ist. Für den derartig bestimmten Anfangspunkt hat 
man zufolge der Gleichung 

T 

die nuerkwürd^e Relation , däsd die Ordinate ij geradezu dio Lange eines. 
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solchen Thdles d^ Kette darsteUt/ desfen Gewicht die Spminiiiij^ T in 
dem bezöglichen Curvenpunkte erzeugt. Die Componenten der Spannon^ 
T=pf] sind die Teräoderliche Kraft pa, wenn man den Bogen £5 mit a 

bezeichnet, und die constante Kraft Kcoia=p^ri^ — a*. Hithin erhellt 
die bekannte Eigenschaft der Kettenlinie, derzufolge der Ausdruck 

ij' — a^ 
eine constante Grösse bleibt, wo immer der Punkt L auf derselben an- 
genommen werden möge. 

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn man in der trans- 
formirten Gleichung für die Potenzen der Grösse € die respektiven Rei- 
ben einführt, ohne Weiteres 

„=.A(l + _i_il + _2 Ü.+ \ 

j?-»^i-t- ^,-t- j 2.3.4 A«^ •• / 

« « 

folgt. Da K im Allgemeinen eine ziemlich beträchtliche Grösse sein wird, 
so ist -T- eine so kleine Grösse, dass man ihre höheren Potenzen ver- 
nachlässigen und mithin 

gesetzt werden darf. Die Ketteblinie wird daher in vielen Fällen geradezu 
als eine Parabel angesehen werden dürfen. 

Es bleibt nun noch die Bestimmung der Conetanten m und a übrig, 
welche voll der gegenseitigen Lag« der Punkte JT und f ' abhäi/g'etii 
Denken wir ons grösserer Einfachheit willen die Linie EK* geradezu ials 
flöfizontale, so kommt es darauf an, was wir als gegeben annehmem 
Sei die Länge der Kette und die Entfernung der beiden Auffiädgepunkt^ 
gegeben, nämlich 

so können wir uns die beiden Constanten E und a berechnen , d. h. die 
Grösse des Widerstandes, welchen die beiden Aufbängepunkte zu ertragen 
haben, und die Richtung, in welcher er geleistet wird. Für den tiefsten 
Punkt der Kette ist die Bogenlänge 

Estna 

I 9 

P 

WO p eine leiclit beatimmbare Constante beieichnet; nimlidi tw ist das 
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Gewicht der gaazcn E«Utt divUHt darch das Mms ikrer Umft. Fern«* 
\aken wir 

und diese Gleichung durch die vorige dividirt giebt: 

y = cotatgcot(ib^—ia) 

oder, wenn man wegen der leichteren Berechnung zu den Briggi'schen 

Logarithmen übergeht: 

d 
-j lofft^cpLccUgcot(i6^'^\^.. 

Aus dieser Gleichung lässt sich a, sei es in Form einer unendlicfaen 
Reihe oder dorch Näherung, bestimmen. Im kt^ter^n F^lle kann man, 
um eine erste Näherung zu erhalfen, sich das cosa und mithin auch das 
a selbst vermöge der Näherungsformel 

M 

cos^a — icosa -^ — j- toge^=d 

bestimmen, welche sich leicht aus der vorhergehenden herleiten lässt, 
wenn man bedenkt, dass 

l + iina. 



hg90t(A^^^^a):^ilo9 



I — sin a 



II • 
isi, mr log-z : — = ^9(1 + «»<«) — logil — «na) die Reihen- 



^tVid(<?luiig sftfft* und alle heberen Potenzen von itncr, als die dpitle in 
fi^cb^, vernafihtässjgt» Die Benutzung der bezeicknete» Gletohwg ist 
iosb^QOdere in allen «oloben Fällen voKtheilhaft, im i»Ae% a eino» Wia^ 

Um ein specielleres Beispiel zu haben, sei 

2 i = 30' , 2d = W also ~ log e == 0,1 44765. 
Oierdu^cb wird 4ie Gleichung, die wir auflösen mte&en: 

Um zuerst eine oberflächliche Näherung m erbalteQ, mKterflMObeiQk'wii} 4v| 
Wurzeln unserer cubischen Ilülffgleichung fflr cosa. Die einzige, deren 
absoluter Werth kleiner als die Einheit ausfällt, liegt zwischen i^ und f , 
wid sway näher an der letzteren Zafal. Daher nehmen wir den jm ^f er 
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=s| gehörigen Wnlrel a.=:8S*40^ ak enUn ^reniwerth an. Durch 
dessen Substitution .geht die rechte Seite unserer Gleichung in — 0,005242 
über, so dass er schon ziemlich nahe kommen tnuss. Da er zu grosd 
ist (nämlich für a=3 ergiebt sich der Werth des ersten Gliedes links 
nach der bekannten Methode der Differentialrechnung DO.O=:1, so daäH 
der Werth der ganzen rechten Seite positiv ausfaUt; mithin findet zwi- 
schen a=0 und a=83^40' ein Zeichenwechsel statt, oder mit anderen 
Worten, die gesuchte Wurzel liegt zwischen diesen Werthen), so ver- 
suchen wir es mit der Substitution a»83®, vermöge deren man die 
Zahl +0,004236 als den Werth rechts bekommt. Mithin entsprechen den 
beiden Grenzwerthen 

a=:83», 83« 40' 
die beiden Werthe der rechten Seite unserer Gleichung: 

+ 0,004236,-0,005242. 
Da wir ofifenbar schon ziemlich nahe an das richtige Resultat heran- 
streifen, so dürfen ^|r die DÜTerenzen zwischen nahe bei einander lie- 
genden Substitutionen als nahezu proportional' mit den Differenzen 
zwischen den bezüglichen W^erthen der linken Seite annehmen und es 
ist, wenn man noch u^BBfß^. Btlil: 

83H0' — 83» : 83«^' — 83» = — 0,005242 — 0,004236 : - 0,00423« 
oder 

. ., 40':/?=947.8;4^3ß, aUo,/?=fj,18',; .. , ,; 

Plumnedtir otaebeo vrir di^ beiden Svibstitutionen : 

.a = 83»18', 83»19' ■, ■„ 

• • • ' 

und finden als respektive Werthe der linken Seite 

. +0,000030, —0,0001157. 
Setseo wir daher a5=:83'18'/'. »« «Wt, da 

0,060030 + 0,000187 = 0,000217 

ist, die Proportion 

6Q";y=;=0,0<)0217:0,000030, 

woher ■ ■ i \ ■. 

y=8" also «==83^8'»^ 
folgt. Jetzt, da a bestimmt ist, hält es nicht schwer, den Ausdruck für 
K gleichfalls zu berechnen. Man bedient sich hierbei einer der beiden 
Gleichungen : 
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, Eeoia log eot (Ü^ ^ i ä) , Krina 

d = — — , 9 * = • 

p löge p 

Z. B« die letzte giebt , wenn p = 2&. gefunden wird, 

logK— 1,480095 , ir= 30,206 «1 

Es möge beiläafig noch die grösste Tiefe der Kette 

P 
für den Torliegenden Fall angegeben werden. Man findet dieselbe gleich 

13,345. 

Die LSnge der Kette durfte in der Praxis wohl nur selten gegeben 
sein. Weit näher liegt es vielmehr, dass die Entfernung d der beiden 
Aufhängepunkte und die grösste Tiefe h gegeben ist, indem die Auf- 
hängepunkte E und K' als auf denselben Horizontalen liegend betrachtet 
werden. Die Bestimmung von K und a ist alsdann in den beiden Glei- 
chungen 

A=t c<= — - — ljcor(4»*— i«) 

enthalten, auai deren Division noch die dritte Gleichung 

— = rt- .-^-i — : lg cot (45*— 4 a) 

folgt. In der letzten Gleichung kann man auch noch auf der rechten 
Seite die gleichgeliende lögarithmische Reihe einfähren, wodurch dieselbe 
nach einigen leichten Transformationen folgende Gestalt bekommt: 

Die Reihe rechts ist immer convergent, weil der Winkel a niemals 
grösser als 90* werden kann; sobald er die Grösse von 45* nicht be- 
deutend überschreitet, wird die Beschränkung auf nur wenige Glieder 
der Reihe vollkommen genügen. Nachdem a .vermöge dieser letzten oder 
der vorhergehenden Gleichung berechnet ist, fällt die Bestimmung der 
zweiten Constanten E nicht schwer. 
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Fünfte Torlemmgr. 

Das Prlncip der Yirtaellen Geschvindlskeit. 

« 

$. 17. 

MaQ bat bekannUicb das ganae Gebiqde der Statik auf 3 PriDcipiea 
baairt: auf das Priacip des Hebels, auf das Princip des Parallelogramms 
der Kräfte und auf das Princip der virtuellen Geschwindigkeit. Die bei- 
den ersten Principien baben wir vollständig kennen gelernt: wir müssen 
auD au dem letatern übergehen, welches von Lagrange in seiner Micanique 
analftique an die Spitze geisteUt worden idt. 

Wenn man irgend ein System von Punkten und daran wirkenden 
Kräften bat und diesem Systeme eine unendlich kleine Bewegung mit- 
theilt, so wird offenbar jeder Punkt einen unendlich kleinen W^ be- 
8€|hreiben, und diese unendlich kleinen Wege nennt man die augenbliek«- 
liehen oder virtuellen Geschwindigkeiten der einzelnen Punkte. Dieses 
vorau^esetzt, kapn das in Rede stehende Princip wie folgt ausgesprocheB 
werden : 

Wenn die auf ein System von Punkten wirkenden Kräfte 
it» 's» 's« ••*• sind,, und wenn man die einzei^ien Wege der 
einzeln^pPunkte für einen unendlich kleinenZe^itraum, il.Jb. 
ihre virtuellen Geschwindigkeiten auf der Richtung der 
verschiedenen Kräfte projicirt und. diese Projektioiie^ 
durch j?|, p^, ps, .... bezeichnet, so is^ das System von Kräf- 
ten im Gleichgewicht, wenn die Gleichung stattfindet: 

; 'iA+'aft+PtPi+-'«Pi + .... = 0, 
d.h. , die Summe der Produkte aus den Kräften in die Proy 
jektionen der virtuellen Geschwindigkeiten der Anhef- 
tungspunkte auf die Richtung der Kräfte muss gleich sein* 

Diese Projektionen der virtuellen Geschwindigkeiten sind positiv oder 
negativ zu nehmen, je nachdem sie auf der Richtung der Kraft selbst 
oder auf deren Verlängerung liegen. 

Bevor wir den allgemeinen Beweis für das Princip geben, wollen 
wir es für mehrere einzelne Fälle dadurch verificiren, dass wir die be- 
kannfstt Bed^ngttBgsgieichuii^eB des C^eidigewichts. vermöge der An- 
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Wendung dieses Princips uns herzuleiten versuchen. Zunächst geschehe 
dieses mit dem Principe d«s Baheto« 

a) Wir denken uns irgend einen St^b mCm^ in dem Punkte C unter- 
stützt und an dessen beiden Endpunkten mögen die Kräfte P und P^ wir* 
ken. Wenn man diesem Systeme von materiellen Punkten eine unendlich 
kleine Bewegung mittbeilt, so kann dieselbe, da der f^mki € ualerstützt 
ist, nur in einer Drehung der starren Linie mCm* um den Pifdkt C be^ 
Btehen, vermöge deren die letztere in die Lage nCnf versetzt werden solt 
Nun ßille man na JL Ph und n*a* Ju P'Vi so stellen oilenbär die KrcrisM- 
bögen lfm und wfn* die virtuellen Geschwindigkeiten der Punkte m und ni^ 
dar und ma und m'a' sind die Projektionen dieser unendlich kleinen 
Wege auf den Richtungen ^tf Kräfte P und P*. Beseichnen wir diesel- 
ben mit f und f\ so wird zufolge der getroffenen Uebereinkunft ffir un^ 
Bere Figur ma ^^ f, weit es auf der Verlängerung von Pm liegt, an imd 
för sich negativ, dagegen m*a* = f\ weil es in die Richtung der PW 
hineinfällt, an und för sich positiv sein. Des Princip der virtu^eii 
Geschwindigkeiten wird daher ffir unsem speciellen Fall sich in dei* 
Gleichung: 

aussprechen. Utn diese Gteicbung in geeignetler Waise- umzuformen fae«^ 

iMerken wir , dass die Wege mn und mV concentristhe Kreisbögen "mi, 

^khe zu gleichen Winkeln gehören und sich dfther wie die zagehÖt'i^A 

lUdien verkMüen : mithin darf man ^ 

nm _ mV _. . ' 

Ctn Cm* 

setzen. Ferner sind die eben genannten Bögen nneticUich kleine Grössen 
und dürfen denogemäss als Gerade betrachtet werden, welche auf ^ed 
respekliven Radien Cm und Cm* senkrecht stehen. Daher fblgt^ auf 
Gleichheit zweier Winkel, die Aebnlichkeit der Dreiecke Cbm und amn^ 
sowie der Dreiecke CftW und aWV Mithin hat man 

— s= - also ma = 77- • C'6 = ^ . C6 
mn Cm ■ Gm 

Setzen wir dte gefuBdeaen Werthe fta- f » «imiwM ^ « mV ki 



unserer obigen Bedinfuiig9gteiebQD|^ Hin, so erhalten wir —- Pf. ^6 -f 
F.t.Cb' = oder 

p.cb = p*.a\ 

d.h. wir erhalten die von frQber kekaoolo Bedingpngsgleichung für das 
Gleichgewicht am Hebel « welche die Qleichkeit der staU^cbeo Momente 
ausspricht. 

r » 

b) Der 2weite Fall, den wir besonders betrachten wollen, betrifft 
^as tileiehgewicbt eines Panktes, in wekhem versehiedeae Kräfte angrei- 
fen. Derselbe ist deswegen bemerkenswertb, weil Itier die Bewegung, 
ohne dass das Princip aufhöre 2« goHen, auchi eine eadUche sein darf. 
Mögen also auf den Punkt M ^ie Kväfte j\ F|, P,, ^...., wirken, de- 
ren Winkel mit den Axen der AjfftX reapehMve a, jft, y; «i , ßg, y^; 
■<»xj ß^y yiy *••• s«ien. Die Riohtuiig nun, in welcher wir dem Punkte 
eine dei es unendlich kleine oder endliche Bewegung ertheilen, ist toH^ 
kommen willk&rticb, weil uns ni<^ts zu einer einschränkenden Bestimmung 
nöthigt: sie scbliesse mit den S Coordinalenaxen die Winkel «, ft, c ein 
und möge durch die Weglänge u geschehen. I^ezeichnen wir noch die 
PM|ekttoiie«i dieses Weges auf jeder der Kraftrichtungen mi4p,p|,ps, ...... 

10 muse, sofern «mser Priticip Gültigkeit bat, wen» der Punkt M im 
Gleic]igewichte verharreu soll, die Gleichung 

statt haben. Schreiben wtr sie, wie folgt, um: ' 

SO, l^edeutep die Quantitäten -5^,^, •••• offenbar die tri^onometri3chen 

*Cosinüs der Winkel, welche die Projektionen p, pi, P3, .... mit derii 
projektirten Wege v einschfiesscn, und nach einem bekannten Theoreme 
der analjtisdien Geometrie werden dieselben durch folgende Gleichungen 
bestimmt : 

P 

■i- = cosa cosa + cos ß cosb + cosy cose 

P- :?= cqsa^ i^osß + cosßg cosb +C0$yi cqsc^. 
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Die SubsiitatioQ dieser Gleichungen in die Torige giebt: 

(P eosa + P^ cosai +PsCOf cr| + )€0$a 

+ (P eo$ß + P, €•»/?! + P, CM/Sj + . . .) cot 6 } = 0. 
+ (Pcoiy + Pf coiyi +Pj coiyt + ....) cwc 

Die Wioltel a, (, c sind willkürlich, weil die Richtung, der sie an- 
gehören, gleichfalls willkürlich ist. Die Torhergehende Gleichung soll für 
alle mögliche Werthe von a, (, c begehen : damit dies eintreten könne , 
muss nothwendig jeder der Coefficianten von eo$a, cosb^ coic yerschwin^ 
den , d. h. es muss gleichzeitig 

Peo$a + Pi coiof, + P, eoiat + .. • » 
Pcosß + PiCosß^ +P,eoj/?, + ...=0 
Pcosy + P|€Myi +PjCö«y, + ... = 
sein. Dies sind die bekannten Beiiingungsgleichungen für das Gleichge«- 
wicht eines Punktes, welche mitbin vermöge des Principes der virtuellen 
Geschwindigkeiten sich in eine einzige zusammenziehen lassen. 
Uebrigens ist es leicbt zu zeigen , dass die Gleichung 

nicht bloss eine nothwendige, sondern auch eine hinreichende Bedin|;ttnj; 
dis Gleiiehgewicbles sei. Denn wenn man sie sieh durch die Gröase v 

dividirt denkt, so ist ein Ausdruck, wie P^, offenbar weiter nichts als 

die Composante der Kraft P in der Wegrichtung v: sie drückt mithin aus» 
dass die Seitenkräfte der gegebenen Kräfte P, Pi^P,..*., welche sich 
auf die eben bezeichhetei Richtung beziehen,' zusammengenommen sich 
vernichten müssen. Dieses ist nun einmal nothwendig, damit Gleichge- 
wicht sei, weil sonst eine gewisse Geschwindigkeit sich erzeugte, welche, 
da sie durch keine gleiche und entgegengesetzt gerichtete Geschwindigkeit 
aufgehoben wird, den Punkt nothwendig forttriebe: weiter aber ist es auch 
hinreichend für das Gleichgewicht; denn wenn keine Bewegung in einer 
willkürlichen Richtung eintreten darf, so ist sie überhaupt in gar keiner 
möglich oder der Punkt bleibt in Ruhe. 

8. 18. 

Denken wir uns jetzt ein beliebiges System von Punkten iti|, !%,.••, 
auf welches gewisse Kräfte P|»Ps, .••• wirken: so. wirktauf jeden Punkt 
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m zunäohat die Kraft P, welche unmiltelbar an ibn angebracht ist, aber 
ausaerdem noch eine Anzahl anderer Kräfte, wekhe von »einer festen Yer*^ 
biiidiung mit den übrigen Punkten herrühren, indem die Wirkung der an 
den ^ übrigen Punkten angebrachten Kräfte durch diesen Zusammenhang 
«af ihn übertragen wird. Wir können den Einfluss der an den übrigen 
Pilnkleo angd)raehten Krähe auf den Punkt m passend als die Spannung 
dieses Punktes bezeichnen. Mithin wird jeder Punkt durdi jeden anderen 
eine gewisse Spannung erhalten und wir wollen diese Spannung zwischen 
2 Punkteft ^urch die Einführung eckiger Klammern bezeichnen, in welche 
hinein wir die betreffenden beiden Punkte setzen. Zufolge dieser Be-> 
zeichaang ist offenbar 

[nii, , m« ] = [«t , liit, }} 
denn wenn Gleichgewicht stattfinden soll, so muss die gegenseitige Span« 
Hang ToUkommen gleich ausfallen. Ferner soll die Entfernung zwischen 
den beiden Punkten mv und m« in ähnlicher Weise durch rundliche Klam- 
BMrn angezeigt werden, also in dem angedeuteten Falle ist ihr Ausdruck 
(fitv , m« ) und mederum 

(»10 )«»«) = («»« , w» ). 
Wenn man nun dem ganzen Systeme eine unendlich kleine Bewegung mit- 
theilt, so wird man sich bei solchen zwei Punkten, wie ntv und m$ , eine 
dreifiiche Bewegung denken können: nämlich es bewegt sich entweder 
blos mg , oder blos m^ , oder beide Punkte ändern ihre Stellung gleich- 
zeitig. Wir bekommen dadurch eine dreifache Aenderung ihres Abstandes, 
deren Betrag wir wie folgt bezeichnen wollen: 

J^ («», m,), J^ (»I,, in,), d (m«, m,). 
Zwischen, diesen drei Deltas gilt die Relation 

d («iv, m,) = ^»^ (wt, , w,) + ^» (»««,«»«) , 
deren Richtigkeit sogleich erbellt, wenn man erwägt, dass es sich hier 

doch nur um unendlich kleine Veränderungen in den Stellungen der An- 

heftungspunkte handelt 

Denken wir uns zunächst einen Punkt tii| fixirt, so wirkt auf diesen 

als ihren Anheftungspunkt die Kraft P|, ausserdem die Spannungskräfte 

[i9i|., 9)2]^ [Mit^,], [m|,M|],.«., indem nach jedem folgenden Punkte 

eine gewisse Spannung statifindet, vermöge deren der ^rste Punkt affi*^ 

cirt wird. Jetzt, wetde dem ganzen System und folgUeh auch dem be- 
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t,rachtet6D Puokte eise gewisieiujMiiiUich kleine fieWej^Bf eriiieiU und 
d«r Weg des Puokteg nii auf die RickAiingeft der bezeichneten EriAe 
projicirt und die Projekü^en bezüglich mit j^f, ly^^it r«» .«.. beseicütteti 
Dann wissen wir nacb dem leUlen d4;r beiden im vorigen Paragrapbcii 
behandelten Fälle, für welchen wir das Prineip .Aer TÜrUieUeo 6esdiwi»i> 
digkeil ToUsUndig dargetban haben, wenn der Punkt in Gleichgewiobti 
ist, so ist zu dessen Aufdruck die Bedingung^gleicbiing 

^1 ft + [»»I » «8 ] ^t + [«», , w J I4 + [«I , «ij I4 + «» — 
ebensowohl erforderlich als hinreichend. Beifacliten wir hier die Qoan^ 

tUftten <2 > ^1 » ^4 » • • • • nj^er* Der Punkt iiti möge durch die ahn erlictiitd 
unendlich kleine Bewegung in die Lage n (Fig. XXXilL) verheizt werden ; 
so wird mifi eine unendlich klein« Grdsse und ebenso die senkrechte Pro- 
jektion miß dieses Weges auf die Gerade ffifmi, Welche offenbar mit der 
Spannungsrichtung der Kraft [mg, m^] zusammenfällt. Mithin »i mfü^t and 

weil die Grössen m^a und nm% nur um ekie unendlich kleine Grösse TOtt 
einander verschieden sind und daher geradezu als gleich angesehen wer- 
den dürfen. Nun ist fn^m% die Edtfernung (mt^Wi) und ntn% dieEntfer* 
nung (n,m^)j welche durch die Aenderung der Lage des Punktes m^ ent<» 
standen ist: mithin ist die Differenz v^m^ — nni% der fielrag, um welchen 
sich der erste Abstand, indem er in den zweiten überginge vergrösstii 
oder verkleinert hat und wir baben zufolge der eingeführten Bezeichnung 

Analoge Ausdrücke erhalten wir für t^/t^^ und indem wir diese äs 

unsere Bedingungsgleichung substituiren , bekommen Wilr: 

^1 Pi + [»»1 » «bl ^* (»»1 » «»,) + [W| , m|]^' (m| , «4) + » ö 

Ganz auf dieselbe Weise erhalten wir als die Bediogongsgleichungen für 
das Glc^ichgewicht der übrigen Punkte «Th^tüg, .... unseres Systems: 

P1P2 + [«»2, «•il-^*(»li, »t4)+l«4r«^g]-i/*(*»,» «4>+ ^ 

^aPi + [»»1 » »»I ] ^* (»»1» »»|)+[wa,m,]-^*(«i,, vis) + »» 
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Indem wir alle diese Gleiehiingen siusammjaviddii^n^ bek^mtnen wir it 
Folge der . Relationen 



Dto Gkidüibg 

+ [ms , mal 1^* (mj , m^ +^*(»»» , «»i)j 

4ind lii^r hidiMip wir 

-^' (mj , w,) + ^» («1 , m,) = * (itii , mj) , 
4* (»1 , m,) + ^*(mt , »%) = d (iW| , mt) 
^* (»j, ö>i) + -'^ (»% » Wg) « d(m, , «a) 



so d^ss wir auch schreiben können 

.+ [?Wt , «aJd (m, ,11%)+ [11^, »al ^ (mi, m,) +£«j, mjd (Wp ^i) + .-^ 

Nun m.usB ()as System wegen der festen Verbindung: dir 
J^vnkte, durdb deren Inbegriff es gebildet wird, i|ei eintre* 
j^^nder Bewegung das Cieicbgewicht in sich bewahren, oder 
ef darf die gegenseitige Lage der einzelnen Punkte sich 
picht ändern. Damit keine Aenderung eintrete, müssen die Variation 
liep der ei^selnen EAtferjaongen oder die (5(«t|» iiis), d(mi,mt), i(m^k 
11%) »•••.• för sflob Terschwinden und in Felge hiiervon verschwindet dist 
VßeH^ auß diese« Delt«M».h€9tehende Theil der vor^en Gleichung und wir 
erhalten .. 

UNrmit i^l. Dachg^esen ) daiss diese Gleichung eiqe nothwendi^ F^git 
des Gleichgewichtes ist: es ist noch das Umgekehrte darzutbun, dB$s das 
Gleichgewicht eine nothw.endige Ftdge von dem Stattfinden der Glei- 
cjinung i&t. 

Gesettt daiB System w6re nicht im Gleschgewichte« trotzdem dasa diie 
Gleichung erfüllt wird; so können wir uns doch in den einzelnen Punk- 
ten solche dem Sinne der Bewegung entgegengesetzt gerichtete Kräfte JR| , 
B%., ü».*«.» aüigebttaebi. denken, duMi der/en Wirkung die BewegiDAg auf- 
gehoben uni das S^stefm :in9 Gleiabgemcbt hoipmt« Milbin» wenn wir 
dem Systeme eine unendlich kleine Bewegung ^rthtQilen und die- lea den 
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Kräften R gehörigen Projektionen der virtuellen GeschwindigkeiUB mit t^ 
bezeichneq» muss ab Folge des. Gleichgewichtes ^it Gleichung: 

+Jl|üi+Ä2Va + JR,t;, + i 

erföllt werden. Der erste The3 dieser Gleichung verschwindet fAr sich 
allein nach der Voraussetzung, die wir gemacht hahen: es folgt, dass 
dann auch der zweite für sich allein verschwinden müsse und wir haben: 

Äi t?j'+ Äj r, + Ä, »3 + • , . . 5=:0. 
Nun wirken doch an ftii die Kräfte P| und Jli und P| und v^ sind 
die Projektionen der unendlich kleinen Bewegung von ifi| auf den respek- 
tiven Richtungen der Kräfte Pj und Ji| -, ebenso verhält es sidi mit den 
übrigen Punkten. Da nun alle Kräfte Jl im entgegengesetzten Sinne der 
Bewegung angebracht sind, so sind alle die Projektionen t; nothwendig 
auf der Verlängerung der Richtungen der P enthalten und demzufolge 
nach unserem Uebereinkommen an und für sieb negativ. Demnadi kann 
die letzte Gleichung nicht anders bestehen, als wenn alle die einzelnen 
Kräfte Ai, Jl^, Rg, .... für sidi Null sind. Es könnte den Anschein ha- 
ben, als ob einzelne Glieder der genannten Reihe durch die Vorzeichen 
der R positiv werden könnten. Das geht aber darum nicht, weil die 
Kräfte R hier gar nicht weder als specifisch positiv, noch als specifisch 
negativ, sondern lediglich als abstrakte Masszahlen gelten : der Sinn ihrer 
Richtung kommt in dem Vorzeichen des v zum Ausdrudie. Da demnach 
die letzte Gleichung nicht anders gerettet werden kann, als indem die 
einzelnen Kräfte A| , R2, • . . , welche zur Herstellung des Gleichgewichtes 
hinzugefugt werden müssen, für sich verschwinden: so sind die ersten 
Kräfte P| , P29 Ps * • • '• ^^ ^^^ ^l'^ii^ zureichend, um das System in Gleidi- 
^ewicht zu setzen, vorausgesetzt dass sie der Relation 

i'jPi+AP2+PaP»+*...«0 
Genüge leisten. Diese Gleichung ist daher die ebensowohl nothwen* 
dige als zureichende Bedingungsgleidiung des Gleichgewichtes. 

$.19. 

Wir wollen uns nun aus dem Principe der virtuellen Geschwindigkeit 
die allgemeinen schon firüher gefundenen 6 Bedingungsgleiehungen des 
Gleichgewichtes herleiten : ... 
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Denken wir nta irgend eiheb Punkt m; in w^ldiem «inö gewisse 
-Kraft P wirkt und nahmen in der Richtung dieser Kraft einen b<&8timin- 
ten Punkt nrit den Coordioaien a,h,e an, wMirend die Coordinaten des 
Ptinktes m s,g,t sein mögen : alsdann haben wir fQr die Distant v 2Wi- 
sehen beideri Punkten: 

v^=(x^a)^ + (g — b)^ + (z—c)\ 

Theilen wir nun dem Punkte m eine unendlich kleine Bewegung mit, so 
kann man die Projektion p dieses Weges auf die Richtung der Kraft P 
geradezu gleich dv annehmen und dieses vorausgesetzt folgt aus der vo- 
rigen Gleichung: 

p=tid»=:^ djß + ' dff H dM 

V V ^ V 

oder, da, wenn die Winkel der Kraft P mit den 3 Axen a^ ß, y sind» 
die Relationen 

= coja,^ =scosßy Äco«y 

atatt haben, 

.paE= €0$ a. dr + C0sß. dy + cos y. dz. 

.Mcsto Wertb Mlseii wir jetzt in miser« dlg^mein« Bedrägangsf^eicfaimg 
des vorigen Paragraphen ein irad erhalten: 

P, {eo$af dXi + tosßi dyi + cdyt d*,) + P,(€0«ajcfcr, +co«/S2rfyj 

+ co«yjiÄ«i) + ....— 0, 

wo 'i«yi,ii die Coordinaten der einzelnen Punkte! bezeichnen, aufweiche 
die Kräfte P wirken, benken wir und min einen ganz beliebigfett Punkt 
des Systemes , dessen Coordinaten x, y, z sein sollen und den Wir allk 
neuen Anfangspunkt nehmen, ohne dasd di^ Richtung der 3 Axen sich 
andere: alsdann werden die Coordinaten <^|,yi,«i de^ ersten l^unktes in 
a?+li,y + i?i,«+Ci übergehen und ähnlich wird es sich mit dtett Coor- 
dinaten der übrigen Pühlcte' väthäKe'n, wobei nur noch etuVä iii bemer- 
ken ist, dass die Cc^erdinaten t ^y t ^^^^ ^^^^ ^u^ ^'® gegenseitige Lage 
der Angriflispunkte bfe2i€hen, abef nicht auf die Lage des ganzen Syste- 
Mes ini Allgemeinen. In Folge det angezeigten Substitutionen iotätnl 
die letzte Gleichung auf die Form: 

IL 11 
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(P^co8ai+P^cosai+....)dx + P^cosa^d^i +PtCosa^iSt + ...* 

+XPtC08y^+P2C0syi + ....)dz+P^€O8y^di^+P^cosyid^+.... 
Nun aber ist diese Gleichung eine Bedingung des Gleichgewichts der 
Punkte des Systems unter einander und also unabhängig von der spe- 
ciellen Lage des Punktes s, y, z und daher auch von den speciellen 
Werthen dieser Coordinaten. Demgemäss müssen die Coefficienten der 
äx\ dy, dz einzeln für sich verschwinden, oder es ist 

Pj co8ai +PjC0«Cf2 i'Pz^08a^ + = 

P^C08ß^ +P2C0«/9j +PiC08ßg +.... =0 

Pjcosyj +PiC08y2 + P8C0«y, + .... = 0. 
Dieses sind die 3 ersten Bedingungsgleitbiungen, deren Existenz anzeigt, 
dass das System sich nicht in irgend einer der 3 Axenrichtungen bewegt, 
und für di^ ^eradh'nige Bewegung ist es klar, dass, wenn ein System in 
keiner der 3 Axenrichtungen fortrückt, überhaupt keine fortschiebende 
Bewegung eintreten kann. 

Um zu den 3 letzten Bedingungsgleichungen zu gelangen, welche 
anzeigen, dass keine Drehung um irgend eine der drei Axen stattfindet, 
ertheile man dem Systeme zunächst eine Drehung um die Axe der s und 
jietrachle die Coordinaten x^ y, z eii^s beliebigen Punktes m im Systeme. 
Wir erhalten mit Beziehung aqf Fig. XXXIV. 

x.^QCOsg), y = Q8in^, z=smnj 
und 4urch Differentiation 

dx=iC08g)dQ — ydg>, dy:=8tng>dQ+xdq>, dz=^dz* 
Nun bleibt die Distanz z und ebenso q während der Drehung unver- 
änderlich; indem wir deren Differentiale gleich setzen, erhalten wir 

da? = — ydq), dy= + xdg>, (l« = 
a^s. die unendlich kleinen Zuwächse der Coordinaten von m, wenn das 
System um die Axe der z gedreht wird. 

In derselben Manier haben wir in Fig. XXXV. 

, ^^Q'8%n(o^ z^^'co8io^ y^=^S 
dx=^8in(o dQ* + zdo) , dz=c08U)dQ* — sdio, dy=^dy^ 

und wenn das System um die Axe der y sich dreht, also d^* und dj/ 

sich annullirt: 

dx^ + zdia^ d» = — xdw, dy=^0. 
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EndMch mr 1%. XXXVI. ist 

und die Differentiale werden im Falle der Drehung um die Axe der x: 

d%^yd\py dy^ — »dt//, (te = 0. 
Dieses yorausgesetzt nehmen wir nun unsere allgemeine Bedingungs- 
gleichung des Gleichgewichtes, nämlich 

Pj (co5 ofi (te| + cotß^ dyi + eosyi d»i) + 
P^Ccosotdxj + cosßzdyf + ca«yjd»2) +....= 
wieder auf und suchen ihr die Form zu geben, in welcher sie das Nicht- 
stattfinden einer Drehung um die Axe der z anzeigt. Zu dem Zwecke 
ertheilen wir dem Systeme eine unendlich kleine Drehung um eben diese. 
Axe und setzen die oben gefundenen dieser Drehung entsprechenden, 
Werthe von (te, dy, dz ein. Dadurch bekommen wir 

Pt (—»I ^^'<Xi +^i C08ß^)dq>i +P^(—9iCO$a^+x^co$ßi)dq>t + .=0- 

Nun haben wir ein System von unter sich fest verbundenen Punkten:^ 
wenn dasselbe um die Axe der ä gedreht wird, so müssen alle P^riit^ 
eine gleich grosse Drehung erfahren oder die Drehungswinkel q>i , 9>j, 
9, der einzelnen Punkte sind gleich. Die Differentiale dieser Dre- 
hungswinkel gehen also durch Division aus der Gleichung heraus und es 
wird 

Pj(— y,cos()fj + J?t CO« /?|) + Pj (— y, cos ofj + JTa cos /Ji) + =0 

die Bedingungsgleichong dafür, dass keine Drehung um die Axe der % 
statt habe. Aehnlich ergiebt sich die Bedingungsgleichung für die Ab- 
wesenheit jeder Drehung um die Axe der y, nämlich 

Pj (äj cos cf| — JTi eas yi ) + Pj (»z cos ofj — a?^ cos /a) +.... = 
und die Bedingongsgleichung , welche anzeigt, dass um die Axe der x" 
keine Drehung erifolgt: 

Pf (9i cosy^ — Ä| cosßf) 4- Pj (yj eosy^ — Zi cosßt)+ . . . . = 0. 
Man sieht, wie aus der allgemeinen Gleichung zwischen den virtuellen 
Geschwindigkeiten sich ohne besondere Mühe die 3 Bedingungsgleichuflgcjn 
ergeben, welche die Drehung um irgend eine der 3 Axen negiren. Es 
ist noch zu zeigen, dass hiermit die Drehung um jede andere Gerade 
gleichfalls ausgeschlossen ist. Dies geschieht vermöge des Nachweises, 
dass die Drehung xaä irgend eine beliebige Gerade immer durch eine. 

11» 



gleichzeitige Drehung um die 3 Axen ersetzt w#r4eii kann» iid4 dMf 
umgekehrt die gleicb^j^itige Prebmig u^ $iUe 3 Axen mit der Drehung um 
irgend eine gerade iinie gleichbedeutend ist. 

Wenn sich ein Körper zugleich um alle 3 Axen dreht, so werden 
die Gesammtdifferentiale der Coordinaten eines Punktes tu sich aus den 
Werthen der Eihzeldifferentiale zusammensetzen , -welche wir oben für die 
Drehung um jede der 3 Axen aufgestellt haben, und es folgt 

dx^—gd(p + %d(o^ 

äg^ sdtp — zd% 

dz aic — sd(o + ydxp^ 
wo g), C(i und y^ die Drehungswinkel in den 3 Coordinatenebenen be- 
zeichnen. Wenn nun die Drehung um alle 3 Axen mit der Drehung um 
eine einzige Gerade gleich sein soll, so muss es eine Reihe von Punkten 
im Körper geben, welche dieselbe Stelle behalten, deren Continuität die 
Drehungsaxe bildet, und für diese Punkte muss dx = Q, dy^O, dz^O 
sein, ohne dass die vorhergehenden Gleichungen darum ihre Gültigkeit 
terlieren. Mithin müssen die 3 Gleichungen 

f ] dW 

xdq>^zdtD=^(i> oder < x — a;-r^ = 

— xd(o +ydrp = Oj I — a? + y^=:0 

obne Widerspruch zusammen bestehen. Dieses ist ß)>er tbatsäcblicb der 
Fall: denn jede ist eine Folge der beiden anderen« Sie djrfii^kfn di^er 
eine gerade Linie aus und jede einzeipe ^ie Prqj^ktion 4i^ser geraden 
mi 4fr b^ezügti^h^ Coordini|ten^bene. Mithin giebt es bei der 9{f saipmfn-* 
gesetzten Drehung um die 3 Axen zugleich eine Reit^i) v^ Punkten» 
welche auf der bezeict^neten uQTeränderUcbei| Geraden bleibe^)« Diese 
Qera4Q> um welche ^er Körper dreist» heisst H'\t^ m^ineintane Dre- 
bungiiai^e. Umgekehrt^ wenn eine s^olche Drabungsax^ e;)(istirt, c^o 
kj^in di^e Qr^bung in^m^r durch eine Dlrehuiiig uni die 3 Axen zu^jkeich 
eiw^tzt werden. Mithin, s^obald ein ^örper um keine der 3 Axen dreht, 
so driti^t ^ überham\t ^icbt wd die drei letzten obigen ^cünguofs- 



Uli' in keiner Wßiae Anhl Zpfolge de? 8 enun Ba4iQgQng«gl^i4wQ8fii 
if( imcjh «in« fortaehieb^nde BewfgUBg omnOglicb: demgtoi&si, da Mm 
andara Bßwegung als ein« drehende od«r ejpe fprtachiobendß qdßr 9ui«( 
aus diesen beiden zusammengesetzte gedacht wardeq kapp, ist daa Syat^n 
Qiit Nothwendigke|t im Gleicb|ewichte. 

f-20. 
Aus dem Vorigen tritt Uar hervor, dass das Priacip der virtuellen 
Geschwindigkeit wesentlich- auf der Willkürliehkeit der Yer- 
rftckungen beruht, die mit dem Systeme von materiellen Punkten vor- 
genommen werden. Indem aber diese Willkflrlichkeit der ein- 
zigenBeschrinkung unterworfen bleibt, dass sie den festen 
Zusammenhalt des Systems in sich nicht aufhebe, so folgen 
in jedem einzelnen Falle gewisse Bedingungsgleichungen, 
welche die unver&nderliehe Natur dieses Zusammenhanges 
ausdrflcken und weldie mit der Gleichung zusammen, die sidi un« 
mHtelbar aus dem Principe her ergiebt, die Bedingungen des G4eich«' 
gewiehts Nhr den betrachteten spedellen Fall enthalten. Um die Methode 
auf eine allgemeine Form zu bringen, ist es an|;enes8e&, das Princip der 
virtuellen Geschwindigkeit in der Form sich analytisch auszudrücken, 

* 

die Wir zu Anfang ^s vorhergehenden Paragraphen hergeleitet haben, 

ttSmüeb : 

P, {cosaidXt-^cosßi dyi+ca«y|cJ«|)+Pj(co»a,d*, + ca5/fi<fy2 + easyj(l*j) 

+ = 0. 

Nun wollen wir noch, um die voHstSndige WülkfirKchkeit der Ver- 
rnehungen am, d^, d» scbirfer kervorzubcben, uns die letzteren als Va- 
riationen denken, so dass wir die vorige Gleichung mit Anweadung des 
Smnmenzeichens, wie folgt, umschreiben; 

(l) 2{P(mftis-\rPco9ßdg'i'P(M^fs.)^QL 
Wie nun auch die Punkte unsarea Syatems mit einander zusammen* 
hangen, iauner wird man die Natur des Zusammenbariges diircb Glei- 
duttgoi . zwischen den verschiedenen Coordinaten jr, y, ai der einzelnen 
Punkte datatailen können, und ks mögen dieselben 

^ (»}I,=»^Q, 4«ft' ii=«. **-«, .--t 
mkf w« die Knlifn Sf|it€# m AUgj»||iei9en v^iWi^lJffb^t «b^r «ftnM be^. 



stfininte spedelle Funktionen von x^, yi> %» x^, y«» x^f ..«.• h^ 
xeichnen. Diese Gleichungen mfissen fQr alle möglichen Verröckongen 
bestehen, weil dieselben den innern Zusammenhang des Systems unter- 
tadelt lassen. Wir erhalten daher 



Aus deop Gleicbungssystem (3) wird man in jedem Falle so viele der 
Grössen dx, dy, d% vermöge der übrigen ausdrucken können, als die 
Anzahl der Gleichungen ausmacht uud nachdem diese Ausdrücke in (1> 
substituirt sind, werden darin nur noch solche Variationen dx^ dy, d% 
vorkommen, die von der speciellen Natur des Systems vollkommen unab- 
hängig sind; mithin bei der unbeschränkten Willkürlichkeit der letztem 
ist die allgemeine Gültigkeit der Gleichung nicht anders zu retten, als 
indem man die einzelnen Goefficienten der übrig gebliebenen dxy dy^ dz 
gleich setzt. Hierdurch erhält man eine Anzahl von Gleichungen, 
welche die Bedingungen ausdrücken, damit das durch die Gleichungen 
(2) gegebene System materieller Punktci im Gleichgewicht sei, und diesig 
beiden Gruppen von Gleichungen bilden die Grandlage für die Be^ 
handlung aller Aufgaben, die mit dem Gleichgewichte des Köipers im 
Zusammenhange stehen. 

Um an einem speciellen Beispiele, die Anwendung zu veranschau- 
lichen, wollen wir uns die folgende Aufgabe stellen: 

Ein unbiegsamer Stab (den wir nm grösserer Einfachheit willen 
als gewichtlos voraussetzen) möge (Fig. XXXVII.) in dem festen 
Punkte B dergestalt aufliegen, dass. er sich in vertikaler 
Ebene beliebig verschieben lasse, dagegen nicht zur Seite 
ausweichen könne; der Endpunkt A stütze sich gegen die 
feste Ebene ÄO^ und in constanter Entfernung AG^^a vom 
Endpunkte möge die vertikale Kraft P angreifen. Es soll 
die Gleichgewichtslage des Stabes bestimmt werden« 

Die Horizontale BO, deren Länge { gegeben sei, möge zur Axe der 
s genommen werden und die Vertikale durch den Punkt O zur Axe- 
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der jrw Da der Stab dif rch keine Kraft aus der f^eoe AOB berauagezoe^ 
wird, 80 ist das angenomiineDe ebene Coordinafensyi^em zur Bestimmung 
der gesuchten (gössen ToUkommen ausreichend. Die Gleichung der Ge- 
raden ÄO, auf welche sich der Stab stützt^ wird alsdann von der Form 

gssstga 
sein, wo wir unter y und s geradezu die Goordinaten des speciellen 
Punktes Ä und unter a den Winkel der ÄO mit der Axe der x ver- 
stehen können; femer wollen wir die Coordinaten des Punktes G mit 
jfi, jp| b^eichnen, und bemerken, dass die Ordinate des Punktes B 
gleich 0; seine Abscisse gleich l ißt. Nun ist :das System der materiellen 
Punkte, für welches die Bedingungen des Gleichgewichts aufgestellt wer- 
den sollen, auf dem Stabe AGB enthalten, und zwar greifen 3 Kräfte an 
dasselbe an, nämlich in G die Vertikalkraft P, in Ä und in B respektive 
senkrecht auf AO und AB die Widerstandskräfte W und (2, welche von 
der, Bedingung, dass die Gerade AO und der Punkt B fest sind, her- 
rObren. Die Winkel, welche die Kraft W mit den Aien der jr, y ein- 

schliesst, sind respektive a — 5- und 71 — a und die Winkel, welche die 

Kraft Q mit eben diesen Axea einschliesst, sind, wenn wir den Winkel 
des Stabes AB mit einer Horizontalen gleich q> annehmen, respective 

g>'^^ und ^T~9. Unsere allgemeine Gleichung (i) zwischen den vit^ 

tuellen Geschwindigkeiten giebt demgemäss, da die Glieder mit z ohne 
Weiteres wegfallen:, 

+ Qco8(7c — q))do = 
oder einfacher 

Wsinadx — Wcosaiy + Pdyi +Q9inipdl — Qco8g)do=^Q, 
wo dl und do die Projektionen der unendlich kleinen Verrückung des 
Stabpunktes B auf die Axen der x und y ausdrücken. 

• • • • 

Der Bedingungen» weicht; das Gesetz des Zjusammenhanges zwischen 
deo 3 Panlf^ten unseres Stabes betreffen, sind drei: einmal der Punkt A 
muss beständig auf AO bleiben, so dass bestandig die Gliiejohung 
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beitehan nlMs , iWner Air musr» immer gleidi a bleiben , ocler es Ml 

eikilicb der Punkt des Stabes, weicber wlfarefld der Glekligeiiiicblsläge 
iruf B rufat, muss bei jeder mögitehen Bewegoiig, die man deih Systieimb 
ertbeilt, immer wieder in die Statfichtang hineinfallen, d. b. in gerader 
Linie mH den beiden Punkten A und fif bleiben. FIr die spedeDe Lage^ 
in B muss daher der Gleichung 

Genfige geschehen. Diese 4 Gieicbüngen enlspreehen dein Gleidhing^w 
S;f9teme (2) und ihre Tariatiön giebt das Gleieliungssystem (3)^ ntttlidi 

Hieraus etitwicketh wir uns dy, dy^, dxi und So und tftirch die Siib- 
slitutioiT dieser Wertbe in die Gleichung der virtuellen Gescbwindigkeiteii 
fblgt nun 
Wsinadx — Weosadxtga + P(3j:tga'{'acosq>d(p) + Qsinq>dl 



— Q€0$q>(dx$ga + tgf(dl—äJi:) + 






C08' 

^ei nftherer Betracbtang zeigt es sich, dass die Glieder, welche W und 
dl enthalten, sich gegenseitig vernichten, so dass wir einfacher 

iPtga — Qco8g>tga+Q8ing))dx + laPcosg>-'Q ^l^^*** 

schreiben können* B^i der YoHfcemmenen WiOläHicHkeii der ix und. dg> 
kann diese Gleichung nicht anders bestehen, als indem gleichzeitig 

Ptga — Qcosq) tg a+Qsing>=:0 

«ree«<^ — 0*- — — *äO 

^ cosq> 

ist, und die Elimination der Q aus diesen beiden Gleichungen gieUt: 

' {x—l) sin a"^ a cos* y sin (g) — «). 
Diese Gleichung weiss tiiit den 4 Gleiehiingen, weldili die gegenseitige 
^age der S PiMikie i, 4r, M bestimnien, Eusafnmen dtaitbabeiik EUminiren 
wir aus ihr tind deft beiden Gleidnmgen« 
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die beiden Grtosen x und y, so resulürt die Gleichung 

a cos q> «n* (g) — a) = I »i n* a, 
welche die Bestimmung des Neigungswinkels 9 entbSlt Nachdem q> be- 
kannt ist, hält es nicht schwer, zur Bestimmung der Coordinaten y, o?, 
Vi» ^1) sowie, daP gleichfalls eine gegebene Grösse ist, der Widerstands- 
kraft Q zu gelangen. Was die Bestimmung des Widerstandes W an- 
betrifft, so geschieht sie am einfachsten in Folge der Bemerkung, dass 
die Summe von den Componenten der 3 Kräfte P, (?, W in der Richtung 
jeder der beiden Aten gleich sein muss, oder wenn wir sie gleichfalls 
aus dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten herleiten wollen, so 
betrachte man unsere allgemeine Gleichung für den Fall einer blos hori- 
zontalen Verschiebung, für welche sie sich auf die einfachere 

W$%nadx + Qsinq>dl^^ 
reducirt. Die Variationen dx und dl sind hierin gleich, wie ein Blick 
auf die Figur uns zeigt, und fallen mithin durch Division heraus, ver- 
möge deren wir ^ 

W$xna + QsiHq>—Q 
erhalten. Diese Gleichung reicht zur Bestimmung von W aus und drückt 
im Uebrigen weiter nichts aus, als dass die Summe der Componenten in 
der Axe der x sich annuUirt. 

In dem speciellen Falle ä=:-^, wo die Stützebene AO vertikal ist, 

gestaltet sich die wirkliche Berechnung ziemlich einfach: es wird nämlich 



cos 



«p=i/^4- 



Druckfehler« 

S, 65. Z, 2. lies: ^WiL^sOO*— C£,£rs=£iC0, also toiVBiLsimBiCBss-^, 
S, 103. Z. 10. Ues: ;=(«+;>)«<»«+J^»"«' 
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Vorrede. 



Indem die vorliegende „analytische Theorie der Dynamik*' sich den 
Vorlesungen anschliesst, welche der leider der Wissenschaft frühzeitig ent- 
rissene Prof. Dr. Sohncke über diesen Gegenstand gehalten hat, hemerke 
ich, dass ihr wesentlich nur mein eigenes im Colleg nachgeschriehenes 
Heft zu Grunde liegt; denn alle anderen Hefte, so viele ich deren gesehen 
habe> zeigten keine grössere Vollständigkeit. Der Grund hiervon ist wohl 
darin zu suchen, dass die Vorlesungen über Mechanik gewöhnlich in einem 
Semester absolvirt wurden und die Dynamik dabei allerdings zu kurz 
kommen musste. In Folge dieses Umstandes lagen mir für die gesammte 
letzte Hälfte^ welche die Folgerungen aus d'Alemberts Princip aufstellt, 
insbesondere für die Zerlegung der Bewegung eines Körpers in eine fort- 
schreitende und drehende und für die specielle Betrachtung dieser letz- 
teren, gar keine Materialien vor und habe ich diese Abschnitte, um dem 
Werke einen ordentlichen Abscbluss zu geben, vollkommen selbstständig 
ausgearbeitet. In Betreff des übrig bleibenden Theiles habe ich, namentlich 
was die Beispiele angeht, mit möglichster Genauigkeit den Gang der 
Vorlesungen reproducirt und nur bei Begründung der fundamentalen 
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dynamischen Begriffe nicht umhin gekonnt, tiefer auf das YerhUlniss ein- 
zugeben, in weldies die analytischen Formeln zu der Natur der Bewegung 
sich stellen. Indem ich diese Partien einer nachsichtSTollen Beujrtheilung 
anempfehle, kann ich wenigstens das Eine zu meinen Gunsten anfuhren, 
dass ich die lichtvolle klare Darstellung des Verstorbenen mir anzueignen 
bemüht gewesen bin. 

« 

Halle, den 7. Mai 18S4. 



Henunn Sckwan. 
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Die fies0tze der geradliAigen Bewegung. 

$. 20. 

la der EinleiiaDg ist das Problem festgestellt, mit welchem sich die 
Dynamik beschäftigt, nämlich die Bewegung eines Körpers oder 
eines Systemes von Körpern zu bestimmen, welches von 
gegebenen Kräften sollicitirt wird; oder anders audgedrückt^ die 
Bedingungen festzustellen, welche zwischengewissenKräf- ' 
ten statthaben müssen, damit sie einemKörper oder einem 
Systeme von Körpern eine vorgeschriebene Bewegung er* 
theilen. 

Vermöge de^ d*Alepnbert'sdien Principes wird dieses Problem von dem 
allgemeinen Problem der Statik abhängig gemacht« welches dieselbe Fest-> 
Stellung für den Fall der Annullation der vorgeschriebenen Bewegung for- 
dert« Aber ehe wir zu der Entwickelung des bezeichneten Principes 
schreiten, wollen wir uns in Analogie zu dem Gange, den wir in der 
Statik genommen haben, erst mit den neuen Begriffen vertraut machen, 
welche uns auf dem Gebiete der Dynamik entgegentreten, und zu dem 
Zwecke nach einander die verschiedenen Arten der Bewegung erörtern. 

1) Wenn wir im Folgenden von der Bewegung eines Körpers spre- 
chen, so werden wir immer die Bewegung seines Schwerpunktes meinen, 
in welchem maa sich ja die Gesammtmasse des Körpers vereinigt denken 
kann; mkhin handeln wir zunächst blos von der Bewegung eines söge- 
nanlkten materiellen Punktes. Die Richtung, nach welcher eki solcher 
Punkt durch eine gewissel Biclitung fortgetrieben wird, kann, wie bereits 

in der Einleitung bemerkt worden, nur eine gerade Linie sein ; aber sdion 
Ul, 1 



die Regel Tom Parallelogramm der Kräfte zeigt, dass diese RichtuDg durch 
das Hinzutreten einer neuen Kraft abgeändert werden kann , und wenn 
die Abänderung stetig erfolgt, so wird die Bewegung auf einer krummen 
Linie vor sich gehen. Hiernach ist die Bewegung entweder geradlinig 
oder krummlinig. Wir werden uns zunächst nur mit der ersteren be- 
fassen, für welche die Richtung der treibenden Kräfte in dieselbe unver- 
änderliche Gerade hineinfällt* 

Nehmen wir auf dieser Geraden einen festen Punkt an, von welchem 
wir die zurückgelegten WogsU^ckoii vecbiieii, S9 wird der Körper nadi 
Verlauf von I Zeiteinheiten sich in dem Abstand x vom Anfangspunkte 
beßnden. Da nun während der Dauer der Bewegung jedem speciel- 
len Zeitpunkte ein specieller bestimmter Ort entspricht, welchen der 
Körper einnimmt, so ist offenbar der Weg eine Funktion der Zeil oder 
10 Keich^: 

w ^ F{i). 

In dem einfachsten Falle wird der Körper in gleichen Zeiten gleiche 
Räume Burücklegen oder die Bewegung ist gleichförmig: alsdann er-* 
giebt sidi die Natur der Funktion F durch eine leichte Betrachtung. 
Möge der Körper zu Anfange der Bewegung den Abstand b vom Anfangs- 
punkt haben und in jeder Zeiteinheit den Weg a zurücklegen, so legt er 
in I Zeiteinheiten den Weg at zurück und der Abstand «, den er am 
Ende dieser Zeit vom Anfangspunkte haben wird, ist 

x^al + b, 
weidu Gleichung die Theorie der gleichförmig geradlinigen Bewegung 
enthält. 

Die Intensität der gleichförmigen Bewegungen wird offenbar nur von 
der Grösse a abhängen, w^ohe den in der Zeiteinheit zurückgelegten Weg 
bedeutet oder auch den Quotienten 

a= 

I 

des dorGblaofenen Weges durch die Zeitdauer der Bewegmig. Diese lo^ 

tensität beisst Gescbwiedtgkeit und die Geschwindigkeit einer« 

gleichförmigen Bewegung ist mithin das Mass für deren in-* 

teasilät. Beaeichnen wir die Geschwmdigkeit kurz dereh v, so 

Gleichung 



4x 
« = a=-7-. 
<U 

2) Es kann die Frage aufgeworfen werden, ob und wie man bei 
einer nngleiebArmigen Bewegimg tod Gesdiwindigkeii reden könne: die 
Theorie beanlwortet die Frage bejahend nnd liefm dieaelbe Differential- 
gletdiiing 

dm 

welche 101$ 90 eben aufgeatoaaen iet^ als den allgemeinen Ausdruck fSr 
die C^eacbwifidigkeit einer ungletchförmigen Bewegung. Um dieaea Resul- 
tat zu Tersteben, müssen :wir von einer Eigenschaft der Materie ausgeben, 
widcbe unter dem Namen der Trägheit bekannt ist. Die Trägheit 
der Materie ist deren fUnfähigkeit den Zustand der Ruhe 
oder Bewegung, in welche sie durch irgend welche KrAfte 
versetzt wird, durch sich selbst zu ändern. MithiUi wenn eine 
I^ratt plötzlich aufliört zu wirken, so wird der bewegte Körper sich mit 
der ihm durch den Anstoss ertheilten Bewegung« -Intensität und in der 
Richtung des Aostosses, d. h. nach der Verlängerung der Linie, die er 
beadbrieb, zu bewegen fortfahren. Was das letztere anbetrifft, so lässt 
es juch leicht durch die Erwägung begründen, dass kein Grund Torban- 
den ist, w€»»balb sich der Punkt von der einmal angenommenen Richtung 
eher nach der einen, als nach der andern Seite hin entfernen sollte; in 
Betreff des ersteren dagegen sind wir, wenn wir die Trägheit nidit a 
j^tiori anzunehmen uns entschliessen können, lediglich auf die Erfahrung 
Terwiesen. Augenscheinlich stellen sieh aller körperliehen Bewegung ge- 
wisse Hindernisse entgegen (unter denen insbesondere die Reibung und 
der Widerstand der Medien zählen), durch deren Gegenwu'kung die Be- 
wegung, sobald die bewegende Kraft zu wirken aufhört, allmählig Ter- 
mindert und am Ende zur AnnuIIation herabgebracbt wird. Mithin, um 
die Wirkung zu beobachten > welche durch den Anstoss einer Kraft aUein 
auf die Materie geäbt wird, muss man die Hemmnisse beseitigen, welche 
eine Abänderung dieser Wirkung herbeiführen. Erfahrungsmässig nun 
hat es sich herausgestellt, dass jeder durch einen Impuls in Bewegung 
gesfstate Kj&rper om a^ mehr eine gleichförmige Bewefung annahm, je 
seivfiVüger man i« der Binwegriwnung der bezeichneten Widerstands*- 



kräfte zu Werke ging. Von hier ist nur noch ein Schritt zu der Induk- 
tion, dass, wenn ein Körper blos unter dem Einflüsse des ihm ertheilten 
Anstosses steht , er sich yoUkommen gleichförmig bewegt oder in gleichen 
Zeiten gleiche Räume zurücklegt — und nun kann man auch einer un- 
gleichförmigen Bewegung in bestimmter und unzweideutiger Weise den 
Begriff der Geschwindigkeit vindiciren. Zu dem Zwecke hat man blos nö- 
thig diesem Begriffe die folgende erweiterte Fassung zu geben: 

Die Geschwindigkeit einer Bewegung ist das Mass für 
die Intensität der gleichförmigen Bewegung, in weldie die 
erstere übergeht, sobald die bewegende Kraft ausser Wirk« 
samkeit tritt; oder etwas kürzer ausgedrückt: 

Die Geschwindigkeit einer Bewegung ist der Weg, wel- 
dien der bewegte [Punkt jeden Augenblick in der Zeiteinheit 
zurückzulegen das Bestreben hat. 

Dieses vorausgesetzt kann man das Gesetz der Trägheit , wdches wir 
für die folgenden Entwickelungen als allgemeinen Grundsatz in Anbruch 
nehmen, in folgender Fassung aussprechen: 

Wenn bei einem bewegten Körper die Kraft, weidie ihn 
in Bewegung setzt, plötzlich aufhört, so bewegt sich der 
Körper in der Richtung jener Kraft im letzten Augenblicke 
mit derselben in diesem Punkte erlangten Geschwindigkeit 
bis ins Unendliche fort. 

Wir haben nunmehr den entwickelten Begriff der Geschwindigkeit in 
die Sprache der Analysis einzukleiden. Wir nehmen an, dass der Kör- 
per am Ende der Zeit t und am Ende des Raumes x die Geschwindig- 
keit V erlangt habe. Nach dem Gesetze der Trägheit muss er während 
des folgenden unendlich kleinen Zeitmomentes di, wofern man von der 
Fortwirkung der bewegenden Kraft absieht, mit der gleichförmigen Ge- 
schwindigkeit V sich fortbewegen. Möge dies um die Wegstrecke äx ge- 
schehen, so folgt, da die Geschwindigkeit gleich dem Quotienten von 
Raum durch Zeit ist, 

äx 

in Uebereinstimmung mir unserer obigen Behauptung. Da die Bewegung 
continuirlich erfolgt, so wird dem unendlich kleinen Zeitmomente ii die 



Qileiidlich kleine Wegstrecke dx enUprechen und mithin t als das Verhält- 
niss zweier Differentiale im Allgemeinen eine endliche Grösse bezeichnen, 
deren Werth, wem die Relation zwischen x und i bekannt ist» leicht be- 
stimmt werden kann. 

Um jeden Zweifel, der etwa noch übrig bleiben könnte, zu beseitigen, 
wollen wir schliesslich noch nachweisen, dass selbst dann^ wenn die Wir- 
kung der bewegenden Kraft am Ende der Zeit t nicht aufhört, die Be- 
wegung während des unendlich kleinen Zeitmomentes dt mit der Geschwin- 
digkeit V sich fortsetzt. Nämlich aus der Gleichung 

X=:F(l) 

erhält man für die Distanz x*:=ix+dx am Ende der Zeit l + dl den Wertb 

^'^F{t) + ^dl + -^,dl^ + .... 

oder 

dx d^x ^ d^x 

Nun besteht x* aus 3 Theilen, einmal aus der Strecke Xy die am Ende 
der Zeit ( durchlaufen ist, weiter aus der Strecke vdiy die vermöge der 
Trägheit in Folge der mitgebrachten Geschwindigkeit durchlaufen wird, 
endlich aus einer gewissen Strecke e, welche vermöge der in Folge der 
Fortdauer der bewegenden Kraft in der Zeit dl sich allmählig erzeugen- 

< 

den Geschwindigkeit durchlaufen wird: demgemäss ist 

x'=x + vdl + £, 

Vergleichen wir diesen Ausdruck für x* mit dem vorigen, so stimmen 

mit Rücksicht auf die Relation 

dx 
*'~'dr 

die beiden ersten Glieder überein und wir dürfen daher auf die Gleich^ 

beit der übrig bleibenden Glieder schliessen oder es ist 

d^x d^x - 

Dieser Ausdruck, welcher dem auf die während des Momentes dt sich 
neu erzeugenden Geschwindigkeit bezüglichen Räume angehört, ist ein un- 
endlich Kleines der zweiten Ordnung; dagegen der Ausdruck des vermöge 
der Geschwindigkeit v durchlaufenen Raumes, nämlich 

vdt. 
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isl eio uQiiadlich Kleioep der ersten Ordouog. MHbin Teracbwindft «rrt«^ 
r«r gegen letzter^, oder mit »öderen Worten: 

Die Bewegung während eines unendlich kleinen Zeit- 
raumes dt ist gleichförmig und die fortdauernden Impulse 
4 er bewegenden Kraft ändern ihre gleichförmige Geschwin- 
digkeit nicht merklich ab. 

3) Die Geschwindigkeit ist bei der gleichförmigen Bewegung unmit- 
telbar der Kraft proportional, welche den Anstoss zur Bewegung giebt; 
z.B. ein Körper, der durch die nfache Kraft getrieben wird, bewegt sich 
natürlich mit der nfachen Geschwindigkeit, als diejenige ist, welche ihm 
die einfache Kraft ertheileu wurde. 

Wie ist nun das Verhältniss zwischen Kraft und Geschwindigkeit bei 
der ungleichförmigen Bewegung? 

Bei solcher werden alle die Geschwindigkeiten, welche die angreifende 
Kraft in continuirlicher Folge fortwährend erzeugt (die Gleichheit von de- 
ren Bichtungen immer vorausgesetzt) sich sämmtlich addiren; denn wenn 
die resultirende Endgeschwindigkeit sich nicht durch die Addition der Eia- 
zelgeschwindigkeiten zusammensetzte, so würden im Widerspruche zu dem 
Gesetze der Trägheit die Einzelgeschwiodigkeiten nicht zur vollen Wir- 
kung kommen, sondern wenigstens zum Theil verloren gehen« Die^e Re- 
sultirende wird nun freilich der Summe von continuirlichen Anstössen 
proportional sein, in denen die wirkende Kraft sich äussert: aber man 
sieht nicht ein, wie sie in einem Verhältnisse zu der Intensität der ein- 
zelnen momentanen Anstösse stehe und diese Intensität ist gerade das 
naturgemässe Mass der bewegenden Kraft. 

Um dieses Mass in unsere Gewalt zu bekammeni beo^erken wir, dass 
der Raum e, den der bewegte Punkt in Folge der in deo^ Momente d$ 
einander folgenden Impulse durchläuft, sobald wir in dem obigen Aus- 
drucke dafür uns auf das erste Glied beschränken und die übrigen Glie- 
der ab; unendlich kleine Grössen höherer Ordnung Temackllisuitgeii , durch 
di# Gleichung 



4 ^^« . • 



oder auch 



, dx 

* dl ^ 

gegeben ist. Da die Gescbwindigbeit nUii, die gleichzeitig durch diese 
Wirkung hervorgebracht wird, äo ist, so sieht man, dass während 
der Dauer dts unendlich kleinen Zeitmomentes dl eine Be« 
wegung mit der gleichförmigen Geschwindigkeit ^ dv das- 
selbe leisten wül*de, was eiae ungleichförmige Bewegung 
mit der doppelten Endgeschwindigkeit dv. Mithin können wir 
jetzt die ungteichförmigeBewegung durch eine angemessene gleichförmige Be- 
wegung ^rsetaen und ebenso wird die Vertauschung der beiden Krifte gestattet 
sein, welche diese beiden Bewegungen her?.orbringen* Nun steht die zweite 
Kraft, ^elthei die gleiobförmige Bewegung hervorbringt, im geraden Ver- 
hältniss zu direr Geschwindigeit : also muss die erste Kraft, weiche die 
ungleichförmige Bewegung hervorbringt, gieichfolis im geraden Verhält- 
niisezu eben dieser Geschwindigkeit stehen und niitlitn «ich zu dem Dop- 
pelten dieser Geschwindigkeit, d.h. zu der Endgeschwindigkeit, die sie selber 
während der unendlich kleinen Zeit di erzeugt. Hiernach können wir den 
allgemeinen Satz aussprechen, der gleicbmässig für die ungleichförmige, wie 
fär die gleichförmige Bewegung gilt: 

Die bewegenden Kräfte stehen im geraden V|erhältnisse 
zu den unendlich kleinen Geschwindigkeiten, die sie in je- 
dem Augenblicke hervorbringen* 

Sei nun <{> die Kraft, welche in dem Momente dl die Gesehwmdig- 
keit di^ erzeugt u«d 11 eine oonstante und bekanaie Kraft, welche in der 
Zeiteinheit die Geschwindigkeit g erzeugt, so wird die während der Zeit 
# au Siaade kommende Geschwindigkeit gdl (denn da /7 eine constaüte 
Kraft ist, so sind die davon herrührenden Impulse alle von gleicher un- 
veränderlicher Intensität und ihre Summe wird daher geradezu durch die 
Zeitdauer gemessen) und wir haben 

0:II==:dv:gdt, 

also 

^ n dv 



g dt 

Nehmen wir JfT als Krafteinheit an und g als Geschwindigkeitseinheit, so 
können wir einfach schreiben: 
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dx 

'^ dt ^ dt "" dl^ * 
Die Kraft (D , welche in jedem Augenblicke dem Kdrper einen neuen Im«* 
puls zur Bewegung erlfaeilt, heisst die beschleunigende Kraft. Es 
leuchtet ein, dass für eine gleichförmige Bewegung die beschleunigende 
Kraft sich annullirt; dagegen, sobald einen ronv verschiedenen, seiea 
Gonstanten oder reränderlichen Wertb hat, ist die Bewegung mit Noth* 
wend^eit ungleidiförmig. 

Es mag noch bemerkt werden , dass , wenn man als Einheit der Ge* 
schwindigkeit die durch die Schwerkraft erzeugte Fallgeschwindigkeit 

flf=9181 Meter =s 31f Preuss- 
nimmt, die Krafteinheit, vorausgesetzt, dass nan den Meter als Längen- 
einheit und die Sekunde als Zeiteinheit gewählt hat, nngefttr den lOten 
Theii von dem Gewichte des bewegten Körpers ausmachen moss. 

Sdbliesslich möge noch eine Zusammenstellung der Formeln für die 
geradlinige Bewegung folgen; nämlidi 

a=iF{t) 
dx 

"" dt'^dt^ '^^dx^^ dt ' 

$. 21. 
In dem vorigen Paragraphen ist die vollständige Theorie der gerad- 
linigen Bewegung enthalten und die Schlussformeln reichen zur Auflösung 
aller dahin gehörigen Probleme aus. Gleichwohl dOrfte es zweckmässig 
(ein die wichtigsten unter denselben einzeln durchzunehmen und an ihnen 
die Methode der Behandlung zu zeigen. 

Aufgabe 1. Es soll die Theorie der gleichförmig beschleunigten 
oder verzögerten Bewegung entwickelt werden. 

Die genannte Bewegung ist nach der gleichförmigen die einfachste: 
sie wird erhalten , wenn die beschleunigende Kraft einer Constanten gleich 
wird. Die beschleunigende Kraft =ig angenommen wird 

^ dt 
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HDd hierftOft durch tolegration 

vssa + gi, 
wo die CofksUnle a offenbar die Anfangsgeschmndigkeit des Körpers be- 
zeiebnet; deno fliaa erfaUl für l = Oden Werth v^a. Setzt man in diese 
Gleichang den Werth 

ein und integrirt, so kommt 

x^b + at + ^gL 
Die Constante 5 bedeutet hier die Entrernuog, welche der Körper zu An- 
fange der Bewegung vom testen Anfangspunkte bat. 

Der einfachste Fall ist, wenn der Körper, der bei Beginn der Be- 
wegung im Anfangspunkte ruhen möge, nur durch diejenige Krall soUi- 
citirt wird , welche ihm in jeder Sekunde die Geschwindigkeit a ertheilt. 
Dem entsprechend ist 

a = 0, ft=0 
und die vorigen Gleichungen gehen über in 

vssgt, x = {gl^, 

woher noch 

vx^=^vL 

Eine solche Bewegung erhält man bei dem Falle eines Körpers im 

luftleeren Räume; die beschleunigende Kraft ist die Schwere und man 

erkennt leicht in den Torslehenden Formdn die bekannten Fallgesetze 

wieder : 

Die Geschwindigkeiten sind den Fallzeiten proportio- 
nal und die Fallräume den Quadraten der Fallzeiten. 

Die dritte Formel insbesondere sagt aus: 

Der FallraUm ist in Folge des beständigen Fortwirkens 
der Schwerkraft nur die Hälfte des Raumes, weichen der 
Körper in derselben Zeit durchlaufen würde, wenn ihm seine 
Endgeschwindigkeit vom. Anfange an und dann keine weiter 
ertheilt würde. 

Bei den) Falle ist demgemäss das allgemeine Gesetz, welches wir in 
Nr. 3) des vorigen Paragraphen für die in einer unendlich kleinen Zeit 
durchlaufenen Räume ausgesprochen haben, auch noch für endliche Zeit- 
räume richtig« 
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Bei dem häufigen Gebrauch der Formelo för dcä ¥M aclmil ab an-^ 
gemessen, besondere Buchslaben in danseUien einzufuhren» die wir im 
Folgenden so viel als m^glieh beibebaUen« Die Fallzeit hei S', die enl^ 
sprechende Geschwindigkeit a und der beeuglicke FallraiMn h, so folgt 



■=7-V 
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Wir haben bisher die beschleunigende Kraft positiv angenommen: 
man wird sie aber auch negativ annehmen können und die Bewegung 
geht dann in eine gleichförmige verzögerte über. Dieser Fall tritt ein» 
wenn die Schwerkraft dem Körper im entgegengesetzten Sinne von dem 
zu bewegen sucht, in welchem ihn die Anfangsgeschwindigkeit fortzieht, 
und wird in der folgenden Aufgabe ihre Erledigung finden. 

Aufgabe2. Es soll die Bewegung einesKörpers im luft- 
leeren Baume bestimmt werden, der in vertikaler Bichtung 
nach oben in die Höhe geworfen wird. 

Cm diese Bestimmung zu erhalten, haben wir offenbar blos nöthig 

in den allgemeinen Formeln der vorigen Aufgabe g durch — g ul ersetieil 

und tti^er • die vertikale Geschwindigkeit lu verntebeiiy wiiche den Kör^ 

per vermittelst eines anfingjiichen Stosses erttieiU wini. Setaen wir nach 

5=0, so dass der Anfangspunkt zugleich die Buhelage des Körpens ist, 

so bat man sogleich die beiden Gleichungen: 

v^a — gi 

dorsal — 1^1'. 

Die Betrachtung des Ausdruckes fär • «eigt, dass die Geschwindigkeit zu 

der Zeit 

a 

sich annullirt und dies ist auch in der Ordnung, da der Körper nur, bis 
zu einem gewissen Punkte steigen und dann fallen wird. Möge der höchste 
Punkt um die Zeit ^' erreicht werden und dessen Höhe V betragen, so 
ergiebt sich leicht 



9' ^ 



V 



Das »iad Dun dUeielbaa Weitbe, wolcbd wir sdiM «m Eod« Hör Ytrigep 
Aufgab« für 4ie dortig«^ ^ «od ä gefiüdeii buben uod maii .Immi daher 
den Satz aussprechen: 

Dtr aufsUigenda Körper erreicht eioe solche Höhe, aus 

welcher er herabfallen inusste« um am Ende desFallee die- 

« 

aelbeG^schirindigkeit zu erlangen, mit welcher er vertikal 
in die Böhe geworlen wurde. 

Es folgt nun leicht, dass die Zeit, während welcher der Körper sich 
€fbebt, dieselh*e js^ wie die^ während welcher er fiUt. 

Aufgabe 3. Es sollen die Gesetze des Falles auf einer 
schiefen Ebene gefunden werden. 

Im diesem Falle wird die Schwerkraft nicht mit ihrer ganaea Stärke 
wirken, weil ihr die schiefe Ebene einen gewiesen Widerstand eotg^gen^ 
setzt. Um den Theil der Schwerkraft zu bestimmen, der zur Wirkung 
kommt, zeriegep wir die Schwerbrail ia 3 Kräfte, Ton denen die eine 
senkredit' auf der schiefen Ebene steht und die andere parallel mit dieser 
Ebene wirkt. Die erste Composante wird offenbar durch den Widerstand 
.der sdMefcn Ebene teniiditet und die eweite Cemposante wird 'eine Be- 
wegung entlang derseften erzeugen. Der Neigungswinkel, welchen die 
schiefe Ebene HUt einer 'beKehtgen Vertikalen einsoUiesst, sei a: alsdaiNi 
ist die letztgenannte Composante gto$a und wir haben nur nötbig in den 
Fallgleichungen statt § die Scitenkpail gcoi4i eiiicuMbren, wodurch sie i« 

v=olcoja 
x=:^gi^cosa 
ähei'gahen. ■• , 

Eine IpeeieUe Bemerkung ist Uerbei wohl nicht übei^üsstg. Die 
Ebene eines Kreises ( Fig. XXXIIX. ) möge vertikal gestellt «nd der rerti« 
kale DurcbiPfsaer A(!ß^ sowie idio beliebige Sebpe AD g^iogei sei». Nun 
nehme man an, dass ein Körper entlang der Sehne von Ä nach l> falle: 
die F^alUeit < wird» weou man MAD gleiob (k setat: 

l=z / Sto _ / 2AD -_ / "JABcma ^ / '%Ai 
V U^^^ V 3co9^ ~V §<m^ *^V 9 

Nun ist aber -W auch der Ausdruck für die Fallzcit, welche der 

Körper gebrauchen würde, um in vertikaler PM^f|a^g: vfQ 4 Bidk U au 
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fatten, und ganz ebeaso Ifis'S sidi zeigen, dass die Pallzeit ton Ä nachB 
noch dietdbe ist, wie die FaHteit ton h naeh B: mifiiin erbellt ter 
Lehrsatz : 

Die Pallzeit für alle Sehnen eines tertikalen Kreises, 
die nach dessen tiefstem oder bAcbstem Punkt gezogen sind, 
ist dieselbe wie die Fallzeit für den vertikalen Durchmesser. 

Es möge noch eine zweite allgemeine Bemerkung gemacht werden, 
nämlich die folgende: 

Ein Körper erhält durch den Fall auf der sdiiefen Ebene 
dieselbe Endgeschwindigkeit, welche er durch den freien 
Fall von derselben Höhe erhalten haben würde. 

Um dieses zu beweisen, multiplicire man die zweite unserer Fallglei* 
chungen mit t^%a^ so folgt 

d^c<Ma = 4tf<'eet> a 
und dieses durch die erste quadrirte Gleichung dividirt, giebt 

xeo$a_ 1 

In Fq;* XXXIIX. imn , wo AB eine Vertikale ond AD eine» vertikalen 
Durobschoitt der schiefen Ebene vorstellt, ist offenbar AD^x, DAEsxa 
nftd mitbin AE=^xcoia. Setzen wir daher AE^h, so folgt 

h^=xcosa 
und dies in die vorige Gleichung eingesetzt, erhalten wir 

--=- = -;r— also v^^2gh. 

Eben dasselbe ^2hg ist aber auch die Geschwindigkeit, welche ein Kör^ 
per durch den freien Fall von A lAs ß eriangt nnd unser Lehrsatz ist 
mithin erwiesen» 

Aufgabe 4. Der freieFall mitRücksicht des Luftwider«» 
Standes. 

Wenn wir die specielie Bedingung des luftleeren Raumes weglassen 
und ein widerstehendes die Bewegung hemmendes Medium annehmen, so 
müssen wir irgend eine Annahme über die Grösse des Widerstandes ma- 
chen. Man nimmt zufolge der Erfahrung den Widerstand des Mittels pro- 
portional dem Quadrate der Geschwindigkeit an und steMt seine Grösse 
demgemäsB tater der Fomi 
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kv 
Tor, wo k irgend eine von der Natur des Mediums abhängige Constante 
bezeichnet. Denken wir uns jetzt wieder einen Körper in vertikaler Rich- 
tung fallend, so wirkt der Widerstand der Schwere entgegen und es ist 

_ gv^ dv 

woher 

_ dv 4*' 1 i^ 

1-r--^ l-A 1 + JL 
*« k ^ k 

Die Integration dierer Differentialgleichung giebt mit Rucksicht dar- 
auf, dass die Constante wegen der einander enaprechenden Werthe 1=0, 
vkO sich gleichfalls annuUirt, 

oder durch Umkehrung, wenn nuin mit e die Basis der natflrKchen Lo- 
garithmen bezeichnet: 





-1 

+ 1 


gk - 


f 


" igt 




9t 
k 


Diesen Wwth ffir v 


in die 


1 Gleichung 

dx 
''=' di 





eingesetzt, kommt die letztere auf die Form 

■ - ■* iC SS — — n/IJ^ 

9L' ^JL k 

e * + e * 

Hier ist der Zähler links geradezu das Differential des Nenners und die 

Integralgleichung heisst daher 

ar= — lg{e * + e • * ) + Const. 
9 

Zur Bestimmung der Constanten wissen wir, dass l'ör die Ruhelage des 
Körpers x^Q und 1=0 ist: mithin folgt 

9 
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und 

9 

JL ^JL 

oder, indem wir für e ^ uiul e '^ ihre Werthe, nämlich 



einsetzen, nach einer leichten Umformung mit Röcksicht darauf, dass 






ist: 



Je« , *» 
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Die Geschwindigkeit v wird in jedem Augenblick durch den Widerstand 
des Mittels modificirt. Denken Wir uns aber^ dass der Körper sehr lange 
fällt oder I bedeutend gross ist, so wird der Bruch auf der üeohted Seile 
der Gleichung 

e*— 1 ^ 

«=1^ •* 

e* +1 

sich einer leicht zu bestimmenden Greaie, nkmlicb k^ Däkeirii und Yfij se- 
hen mithin, dass, je länger die Bewegung im widerstrebenden Mittel Yor 
sich geht, sie um so stärker in eine Bewegung mit gleichförmiger Ge- 
schwindigkeit übergeht. 

Die Zeit, welche ein Körper braucht um durch einen gewissen Raum 
hg zu fallen , möge wieder mit ^t bezetcbnet werden , und die Geschwin- 
digkeit, die er dadurch erlangt, sei a, so folgen die 3 Gleichungen: 

ek +,« * 



2y •*»»-a,»' 

welche die Theorie des Falles im «tiderstrebettden Mittel enthalten. 
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Aufgabe 5« Es »oll die Bewegung eines Körpers im wi- 
derstrebenden Mittel bestimmt werden, der in vertikaler 
Richtung nach oben in die Höhe geworfen wird. 

Da die Schwerkraft und ebenso der Widerstand des Mediums im ent- 
gegengesetzten Sinne der Bewegung wirken, so ist 

oder 

mithin durch Integration zwischen den Grenzen (=0 und v = a 



g a V 

Yl — arclg arclg—, 



und hieraus 



g k(a—v) 

a — klg-j-t 

v=k '■ — . 

k+atg^t 

dx 
In dieser leuten Gleichung setze man wieder — an die Stelle iN>n t^ 

und erhält, wenn man in der entstehenden Differentialgleichung die Va- 
riabeln sondert: 

» • • 

g cg g 

da?= — dl. 

g g g 

kcos-rl + asin-ri 
k k 

Da hier der Zähler rechts wieder geradezu das Differential des Ne&ners 
ist, so folgt, indem vermöge der zusammengehörigen Werthe x=^0, 1=0 
die Constante 

OmM = Igk 

g 

gefunden wird, 

k^ I a (f ' Q \ 
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g 

Nan hat man zufolge des früheren Ausdruckes fBr l^ ^ ' 

und durch die Einsetzung dieser beiden Werthe geht die letzte Gleichung 
fiber in 

Nennt man in Analogie zu dem Vorhergehenden d-* die Zeit, in wel- 
cher der Körper seine höchste Höhe V erreicht und mithin die Geschwin- 
digkeit vs=0 wird: ao bekommen wir vermittelst der aufgestellten Glei* 

chungen für x und ig\i 

g k 

Wenn man die so eben gefundenen Ausdrücke mit den analogen der 
Torigen Aufgabe vergleicht , so ergiebt sich, wenn wir die Fallhöhe h^ 
gleich der Steighöhe V setzen^ leicht der folgende Satz: 

Ein Körper, welcher im widerstehenden Mittel yertikal 
in die Höhe geworfen wird, braucht weniger Zeit zum Em- 
porsteigen, als nachher zum Herabfallen: dagegen muss ihm 
eine grössere Anfangsgeschwindigkeit ertheilt werden, als 
diejenige ist, welche er am Ende des Falles haben soll« 

Indem wir zum Beweise die Ausdrücke A| und h* gleich setzen, folgt 

und hieraus 

._ g« 5_ o,» 






k» ** 

die Betrachtung dieser Ausdrücke zeigt sofort die Richtigkeit der Unglei- 
chung 

Ferner ist die Zeitdaui^r der aufsteigenden Bewegung 
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and die Zeitdaiier der «bsteigeoden Bewegung 



1 + fl 

k k 



2^ 1_-^ 

Da, weim« reell isein soll, ai<r% folgt und fSr ein dünnes Mittel über- 
haupt k eine sehr grosse Zahl ist, so dürfen wir der Kurse halber l.... 

k 
setzen und erhalten dann leicht 

Ä * ' * r 1 — niifi 
Die Funktion rechts nimmt bestindig m, wenigstens zwischen den Gren- 

zen £ = und € = 7r» welche hier allein in Betracht kommen. ' Dies 

folgt aus der Betrachtung ihres Differentialverhältnisses 

co$e 
welches zwischen denselben Grenzen bestandig positiv bleibt. Da nun 

der Ausdruck 

. , 1 +sin£ 

Tür €= 0. verschwindet und von da ab beständig wächüt« so m|iss er io;-' 

nerhalb des betrachteten Intervalles beständig positiv sein und dasselbe 

i . .. . I »• 

auch von dem ihm gleichen Ausdrucke 

gelten, welches wiederum die Ungleichung 

*, >^ 
voraussetzt. 

Aufgabe 6. Es soll die Bewegung eines Körpers, der 
im luftleeren Räume fällt, unter *Berüoksi€|itigung der Zu- 
nähme seiner Schwerkraft bestimmt werden, 

III. 2 



— IS — 

Bei dem Aufsteigen und Absteigen eines Körpers ist noch ein Um- 
stand zu berücksichtigen, nämlich der, dass die Sclitverkrtft nicht an al- 
len Punkten gleich angenommen werden darf. Die Beobachtungen haben 
folgendes Gesetz als wahrschehilich erwiesen, dass die Schwerkraft im 
umgekehrten Verhältniss zu dem Quadrate der Entfernung yoni Erdmit- 
telpunkte steht. Indem wir die Erdt als eine Kugel annehmen, möge g 
die Schwerkraft an der Oberfläche dt^ Erde betdeuten. Dann wird die 
Schwerkraft in irgend einem gewisse^ Punkte M ( Fig. XXXIX. ) , welcher 
um die Grösse z vom Mittelpunkte der Erde entfernt ist, noUiwendii 
9^^ 



-7 seift, und mithin ist 






Nennen wir nun die ganze Höhe AQ^ welche der Körper durchßllt, h und 
das Stock AM dieser Höhe «, so folgt 

und mitbin 

©SS— = ^^^ 



Um diese Gleichung zu integriren setzen wir 

■ 

dx , d^x ät dv 

so geht die letzte Gleichung über in 

gr^ dx 

Vdv = m» 

(h+r—x)^ 
Wenn wir dfese' Gleichung integriren und die Constante der Integration 
uns durch Einsetzung der einander entsprechenden Werthe x=^(i un<i 

17=0 bestimmen, so erhalten wir 

< ü ■ 

Dies ist die Geschwindigkeit des Körpers, wenn er durch die Strecke x 
gefallen ist. Setzen wir x=^h, so bekommen wir die Geschwindigkeit 
mit welcher er an der Oberfläche der Erde ankommt, njmlieh 



'V' 
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dtaMiiy» wt, wM es auch Mio nustt, augeBscbeiolich kleiner als die €re- 
echwindigkeit 

welche unter der Voraussetzung einer constanten Schwerkraft sich ergab. 

Uebrigens sieht man zugleich, Wie der i^eiie Ausdruck überall an die 

Stelle des ersten treten kann, wenn k im V^rbiltniss zu dem Erdradius r 

nicht gross ist und wie daher in geringen Höhen Aber der Erdoberfläche 

die Schwerkraft ohne eikiän läerklichen Fehler ak constant angenommen 

werden darf. 

dx 
Aus dem für die Geschwindigkeit v s= -r- gefundenen Ausdrucke ent- 

wlckehl wir uns ferner die l>ifferentialgleichung 

/ VI ^ dx(r + k—x) 

V r + Ä^^TF+fc)^ — ^' * ' 
woher 






oder endlich da, wie man durch Einsetzung der zusammengehörigen Werthe 
x=^0 und 1=0 leicht erkennt, die Constante der Integration gleich ist, 



oder auch, webn man arc.sin» statt arc.cos, einführt 



/ 2gr^ I r + fc 2 / 

Man muss natürlich von dieser Formel auf die erste 

zurückkommen können, welche der Annahme einer utiveränderlkhen 
Schwerkraft entspricht. Diese Annahme set^t voraus, dass r sehr gross 
und h und x, wenigstens im Verhältnisse zu r» sehr klein sind; mithiki 
wird der Ausdruck 



2 |i ttutx >*■■* * - i l 

aresin — ;— r y (r+Ma?— «' 
r -r A 



2« 
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geradezu gegen die Grenze «rc«mO=0 conrergiren und kann, okne eioeii 
merklichen Fehler mil seinem Argumente 

2 . 

vertauscht werden. Dadurch bekommen wir 



'}/ ^^^yl(r+h-x)x 



und yernachlässigt man hier h und h — x gegen r, so folgt 

welches nur mit etwas veränderter Bezeichnung die gesuchte Gleichung ist. 
Die eben durchgeführte Rechnung macht sich, wie man sieht, sehr 
einfach, wenn man die 2te Form des Ausdruckes für ( i^ zu Grunde 
legt. Versuchen wir es mit der ersten, so geht eine Weitläufigkeit aus 
dem Umstände hervor, dass der Ausdruck 

r+h 



arc cos 



\ r + h/ 



2 

unter der Annahme sehr kleiner h und x, so wie sehr grosser r sich un- 
ter die Form O.OO stellt und mithin sein Werth erst durch eine beson- 
dere Rechnung auszumitteln wäre. 

Aufgabe 7. Es soll die Bewegung eines Körpers unter- 
sucht werden, der nach 2 festen Mittelpunkten gezogen 
wird. (Das sogenannte Problem der 3 Körper.) 

Wir denken uns ( Fig. XXXX. ) 2 Körper Ä und B ,. deren Abstand 
AB gleich c sei, und welche einen dritten Körper. Q anziehen. Die At- 
traklionskräfte , vermöge deren sie diese Wirkung ausüben, mögen, inso- 
fern sie von den Hassen der attrahirenden Körper abhängig sind, das 
Verhältniss - ' > 

haben oder mit anderen Worten: Die Intensität der Kraft A ist in der 
Zeiteinheit a^ , während bei gleicher Entfernuug die Kraft B die Intensi- 
tät h^ besitzt. Ferner steht die Attraktionskraft noch im umgekehrten 
Verhältnisse des Quadrates der Entfernung. Um dieses auszudrucken den- 
ken wir uns, dass der Punkt C in Folge der ihm ertheilten Bewegung 
in die Lage M gekommen sei und setzen 
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Dann sind die Abstände von den attrahirenden Hittelpunkten A und B re- 
spektive X und e--z und die Ausdrucke für die Attraktionskräfte, die 

auf den Punkt M einwirken, sind -z und ; r^. Da diese beiden Kräfte 

nun in entgegengesetzter Richtung wirken, so ist die bescbieunigende Kraft 
offenbar nur der Unterschied zwischen ihnen und wir erhalten, wenn wir 
die Attraktion ?on B als überwiegend annehmen, 

6* a« 



= 



Seilen wir nun 



so folgt 



(c-«)* z^' 



iICera 



"■ d(* ~" dl« "^ dl« 
und wir haben die Differentialgleichung 

dl« ""(c— *)« *«' 
deren Integral die Gleichung 

\ dt ß c — z z 

ist. Die Bestimmung der Constanten erhält man durch die Annahme, 

dass, wenn der Körper C sich zur Zeit 1=0 in dem Punkte x = a (d. h. 

in dem Punkte C) beßndet, er eine gewisse Geschwindigkeit k besitzen 

muss und die letzte Gleichung geht dadurch über in 

, / dz \« 26« . 2o« 26« 2o« , ,, 

v«=(-— ) = + ^ — + *«. 

\di/ c — * z e — a a 

Nun wird der Körper mit einer gewissen Kraft nach ir gezogen, aber auch mit 
einer gewissen Kraft nach Ä zurückgezogen. Die Anziehungskraft ändert sich 
aber mit der Entfernung. £8 wird darum möglich sein einen solchen Punkt 
zu finden, in welchem die attrahirenden Kräfte beide gleich stark sind 

* * * • 

und der Körper demgemäss in Ruhe bleibt. Um diesen Punkt zu finden^ 
haben wir die folgende Gleichung zu setzen: 

6« a« 

wo J^=:Ä die Entfernung dieses sogenannten Indifferenzpunktes D von Ä 
bedeutet. Aus derselben entwickeln wii* uns 



^ n ^ 

* — fr- 

Das doppelte Vorzeichen zeigt an, dass es zwei solcher Indifferenzpankte 
geben muss, und es ist klar, dass def eine, der dem oberen Vorzeichen 
entspricht, zwiDchen i uad B fallt « während ^pr «pdßre« der 4e|q «a- 
^erei) Vorzeicben «nifprict)(, auf der Vt^rlängeruqg you 48 Aber # htOT 
aus liegen muss. 

Da sich nun in dem Punkte D die beiderseitigen Anziehungen auf- 
heben, so wird man dem Körper C in seipem Ausgangspunkte eine ge- 
wisse Geschwindigkeit mitlheilen müssen, damit er, in /> aogeianigt» Boch 
einige Geschwindigkeit übrig behält, um seine Bewegung auch noch über 
diesen Punkt hinaus fortsetzen zu können. Sei die geringste dazu, dasi 
er bis zu D gelange, erforderlidbe Geschwindigkeit /*, so hat man in der 
Torhergehenden Geschwindigkeitsgieiehung vi=aO und kssf, sowie x=h 
zu setzen und bekommt dadurch 

e—h ^ h c — ct a ^' ' 

oder, indem man für h seinen Werth — ---• einsetzt: 

a+ p 

2(a+6)« ^ 2fe» 2i|» 
c c — a a 

Nimmt man h^f^ so wird der Punkt C über den Indifferenzpunkt hin- 
ausgeben, nimpit man dagegen k^f, so wird er nach ^ zufückfallep. 
Was die Bestimmung des z betrifTl, so ergiebt sich leicht: 

26* , 2a> "2ft2 2a* 

'. — '+— -: — — — 

4t 






* c — a a 
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Da m|in uqter ()em Qaadratwurzelzeich^n hier die 4te i;)imensiop byt, so 
ist das Integral eine elliptische Transcendente und die Untersuchung l^ss^ 
sich daher nicht weiter streng durchfuhren. 

Wir wollen unter der Menge mQgltd^r F^le noch speciell den be- 
rü^ksic^ig^n, io welchem d^e beiden aUr^Jt^^di^p Wel^k^i^V^r, die Prd.^ 
und ihr Mond sind, und stelle» 4U^ 4^^ 4iq (pj^wi^fj Ai^fjabe: 



-- w — 

Aufgabe 8. Es soll die Gefchwindigkeit bestimmt wer- 
den, welche man einem Körper mittheilen muss, damit er 
yofu Mpnde bis zur Erde gelapge. Wir wollen, indeiq wir die Auf- 
gabe nur als Uebungsbeispiel betrachten, von der Bewegung der Erde und 
des MondelB hierbei abstrahiren und nehmen sie beide ah fest an. 

Es möge (Fig.XXXXI.) LT=^R die Entfernung der ^^ideo Ceotr^n 
bedeuten und PTz=, x die Entfernung des Punktes P zu irgend einer Zeit 
I vom Erdmittelpunkte, r der Radiua «kr Erde und r' der Radius des 
Mondes. Dann haben wir in den obigen Formeln i = A — x, e^R. Fer- 
ner ist a' die Anziehungskraft des Mondes, b^ die der Erde, d.h. un- 
sere Schwerkraft, welche proportional der Masse und daher auch dem 
Quadrate des Erdradias r istt demgemäss setzen wir 

5* = ^r«, a^=gr'^M, 
wo M eine gewisse Coirstante bezeichnet, indem dje Schwerkraft auf der 
Oberfläche des Mondes eine andere Natur haben wird, als auf der Erde. 
Endlich setzen wir noch 

JJfr'» 

und MMn alsdann ^ 

Setzen wir hier für CD seinen Werth j^ ein und integriren , so kommt 



«« 



Zur Bestimmung der Coastanten nehmen wir an, dass der Körper mit 
der Anfangsgeschwindigkeit a von der Oberfläche des Mondes weggetrie- 
ben werde: dann bat man zur Zeit i=:0 

»asBÄ — r' und «=«, mitfatn 

und , indem man die lelzte Gleichung von der vorhergehenden abzieht, 

Der Indiffazempankt /'bMtfnimt sich durch Gleit^setzung der beiden At- 
traktioDskr|ii(U, wjj» j^t: . 



A> 



r> 



u 



1 + V«» 

Cm unsere Grenzgeschwindigkeit zu bekommen, mflssen wir in der Clei- 

cbung för v^, «=0 und j;= ■ ^^ setzen und es wirddMm nach einer 

f +y m 

leichten Reduktion: 

«» = a»r»|^--p. + - jj j. 

Für die Anfangsgeschwindigkeit a wird der Körper im Indifferenzpunkie 
die Geschwindigkeit besitzen. Wollen wir aber, dass er über den Punkt 
/ noch hinaus fällt , so muss die in diesem Punkte erlangte Gescl^windig-. 
keit die um eine positive Grösse überschreiten« so dass etwa 

ist. Dadurch nun, dass wir dem k eine angemessene Bestimmung ertbei- 
len, kann es möglich sein, dass sich das elliptische Integral der vorigen 
Aufgabe dergeslallt vereinfacht, dass es vermittelst der elementaren Funk- 
tionen sich auflösen lässt. Zu dem Zwecke führen wir in den Aiis#uck 

tdx \' 
— I an die Stelle von a^ den aus der vorigen Gleicliung fliaisen- 

den Werth ein, so bekommen wir nach einer Reduktion der Gleichung: 



(x)"="+^- 



\ X "^ R—x R f 



Nehmen wir die Quadratwurzel auf beiden Seiten , so müssen wir rechts 
das Vorzeichen — nehmen, weil mit der Zunahme der i das x sich im- 
mer mehr und mehr verkleinert, mitbin 

— dx 



'- — y i '^T-, , [.1.1, ,, ■,*. ,, __ - . 



oder 

— ylRx(R—x)dx 



dt = 



^^/l«+(^-'^'^|^rÄ'•':' : 



Hier übersieht man nun sogleich, wie sich für dielfeid^ "Werthe 



!..••' 




SeUep wir 
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Ji 

das letzte Glied des Nenners annullirt and dadurch der Nenner ein yoU- 
ständiges Quadrat wird. 

Indem wir nun zunächst ft = einsetzen, bekommen wir 

, Vita? (Ä — ir)da? 

V2^rHÄ — 1 + Vma?) 
wober 






Vi 

0? ' 



1 = «', also a?= , dd?= ^, . , , , 

so folgt durch Zerlegung des Resultates der Substitution in PartialbrAche 

' rVa^^(l + Vm) »<(! + **)» 1+«» ** — Vm' 

(i+Vm)*rV2tf' 1+-** %+^;;? 

Um die Constante der Integration zu bestimmen, bemerken wir, dass sich 
die Werthe ^ 

1=0. x = Ä_r'. ,. = ^-.1 = ^^ 
einander entsprechen qnd tpitbin durch deren EiaseUung die Gleichung : 

folgte W^nnmiin iiiui 4(6. leMta,.GIi9ic^iMmg voq der vorigen abzieht, 60 
erjiiiit man 

< = .— ' — Tt^- r '. / +(1— Vw) orc («f . « ' \ 

- (1 - V«) - ,, y _ + V« « l^-p^ _ . -^_~-^^^^- 1[. 



- ^ - 

Dies ist der Ausdrudt der Zeit, welche der Ktrper gebraucht, am eine 
gewisse Entfernung 

vom Erdmittelpunkte zu erreichen. Die HülfsffrOs^e z wird stets reell aus- 
fallen, weil zunächst 

Of 

und dies stets ein positiver Ausdruck ist. Also das erste und zweite Glied 
des Ausdruckes sind stets reell; ebenso ist es a«|eli das dritte ufid vierte, 
weil R — r' gieidifalls positiv ist. Mithin bleibt nqr noch die R^ität des 
logarithmiscben Gliedes zu untersuchen übrig. 

In Betreff desselben sind der Nenner des ersten und der Xfiklef des 
zweiten Bruches stets positiv. Dagegen is( der Neuner des zweiten Bru- 
ches stets positiv, wie man mit Rücksicht auf die Zahienwerlhe 

in Folge ^ner leichten Zahlenrecbnung findet, Wen« alea «(er Logarith- 
mus reell ausfallen soll , so muss der Zliblor des er^tßil Bruches gleich- 
falls positiv sein , d. h. es muss 

oder wegen des Werthes von z^ in x 

Diese Ungleichung ist die Bedingung dafür, dass I reell ausfalle. Nun 
haben wir 

ir= =- 

und sonach gebt hervor, dass für ft=0 der Körper in Folge der ihm er- 
theilten Gesebwin^igkelt nur bis zum IndifiRspeiizpunkle und ni0bt dfarüfc«r 
hinaus kommen kann — etwas, was wir schon vorher wussten, wtsaber 
jetzt auch durch den Kalkül bestätigt ist. 

Wir haben nun auch den zweiten Werth für k^ einznsets^R» D|ai|i€h 



, , 8f r» J^ 



Dadurch bekommen wir 



dt9:— 



r^2g {R—i — y/mx) 



t 



Diese Differentialgleichung geht durch die SubstiluliQO VQ^ j' für 1 

X 

und dnrch Zerfällung in P^rtialbräcbe in die M^tt^Aß über: 

rV2y(i— V»)' 1(1 +»*) 1+** «»+V"»< 

und diese Gleichung giebt durdi Integration 

.^ , 2rJr \{1 — Jm)z , _ 1-, ^4y- 1 ) 

l+€aiwl= ^ , . / + (1 - VS;) arc 1^ *- 2Vm arc /^r ip 

rV2^(l— Vw)^' 1 + «* V*»' 

und nach angemessener Bestimmung der Constanten: 

rV2^(l — Vm)M \ 1+f* Ä / ^ \ ^ 

Fiir ft ^ Q hatten wir vorber i imagpnär , sobald m oder x Aber einen ge^ 
wi48M Werth hinaus gingen oder es gab keine Zeit, in weicher x einen 

R 

Werth < — erhalten konnte. In dem gefundenen Ausdrucke ist 

1 + Y m 
der IVerth von z imd darum auch Ton x vollkommen gleichgültig und je- 
dem veelen^ enlspriobt ein roeBe§ i. Wir können daher auch jeusi be* 
r«€hni», in wielohei* Zeil der Kirper von den Moade bis zor Erde her- 
abfällt. Zu dem Zwecke haben wir nop a^tfaig, 

x^Vf also Ä=|/ ^- — ? 

au nehmett, so beiEommeii wir 
R 



l7 






oder, wenn man die bekannte Formel 



2S 



anwendet, etwas einfacher 
I 



Vr(R — r')+V*-' («—»•) 



Siebente Torlesmny/ 

Die Gesetse der krnmmliiiigeB BeveguBg. 

$.22. 

1) Bei der krummliaigeii Bewegung liei^dt die Bahn dea bewegten 
materiellen Punktes seine Trajektorie; zu jeder bestimmlcn Zeit wird er 
an esnem beslimmteo Punkte der Trajektorie sich befinden; mitbin, wenA 
die Bogenstrecke der Trajektorie, welche er nach der Zeil t zurückgelegt 
hat, mit s bezeichnet wird, muss s eine Funktion von t sein, oder io 
Zeichen «=f((). - : 

Man kann sic^ aber den Weg auch durch die Ceerdinaten des £ii4« 
puliktea bestimmen und da dieser zu jeder bestimmteii^iitt glctAfaNs ein 
bestimmter Punkt ist, so müssen auch seine Coandinaten beslnamte von 
der Zeitdauer abhängige Grösse« sein, und es ist also 

Vermöge dieser drei Gleichungen ist die krummlinige Bewegung auf 
drei geradlinige Bewegungen zurückgeführt, und ist man durch. EiiniB«tioa 
der Grösse i im Stande zwei Gleichungen zwischen x^ y, a* licrzustellen, 
welche ^ie Trajektorie in der Manier der analytischen Gepmetrie ai« den 
Durchschnitt zweier Flächen vollständig bestimmen. Zugleich kann man 

auch mit Zuziehung der DifTerentialgleichuhg • « 

, — : — '1 ^ ■ • 

ds=:yldx^ + dy^+dt^ 

nun auch leicht rückwärts den Weg des bezüglichen materiellen Punktes 

als eine Funktion von isith berechnen. 



Weno wir niio zuoichat d90 Begriff der Gesdiwiodigkait bei der kruiDia** 

Ijnigej» BewagQDg ^ioer genaueren PrAfuDg unterwerfen, so müsseB wii: 

wiederum, wie bei der geradlinigen Bewegung, von dem allgemeinen Ge^ 

seUe der Trägheit amgeben* Zurolge dieees Ge^Ue$ ist klar, dass, wenn 

i^er fÜMpfr am Ende der Zeit l, durcb legend welche Kräfte getrieben, die 

Geecbwindigkeit v erlai^t hat, er mit der dieser Gescfawindigkeii ratspre"» 

dienden Intensität in der «uletzt angenommenen Richtung weiter fortgehen 

wird und eine Abänderung seiner Gi^scbwindigkeit kann nur durch neue 

Impulse erfolgen, vermöge deren eine neue Bewegungsintensität zu der 

früheren hinzutritt. Da wir aber die Geschwindigkeit nur insoweit be^ 

trachten, als sie zu Ende der Zeit i stallfindet, so werden wir alle die 

nach deren Ablaufe erfolgenden Impulse vernachlässigen müssen, weil sie 

zu der betraditelen Geschwindigkeit nichts beitragen. Da nun dio Aen- 

demiig der Gesebwiftdigkeit sielig erfolgt , so heisst dieses in der Sprache 

der Analysis nichts anderes, als dass wir in dem unendlich kleinen Zeil-» 

momenie dl, welcher dem Ablaufe und Fortsdiritte der Zeit I zu dem 

nächst folgenden Zeitmomente entspricht, von der Fortwirknng der bewe-» 

gendcn Kraft absehen , d. h. die Bewegung als eine gleichförmige mit der 

von der Trägh^ lierrühremlen Gesdtwiudigkeit v belniehten. Sei der 

unendlich kleine Raum , welchen der Körper in der Zeit di durchläuft, da, 

so folgt nach den Gesetzen der gleichförmigen Bewegung die Geschwin* 

digkeit als der Quotient von Zeit in Raum 

ds 
dl 

Was ferner die Richtung betriflt, in welcher die Bewegung vor sich 
gehet, so ist diejenige, welche der materielle Punkt zur Zeit i gehabt hat, 
lind nkithin die Berfibrungsgerade in dem Punkte x, y, z. Denn da die 
Träjektorie eine continuirliche Curve hi, so fällt zufolge der höheren Geo^ 
inetrie die Richtung, in welcher die Curve fortgeht, mit der Richtung der 
bezeichneten Geraden zusammen, und wenn auch ein Umschlagen dieser 
JUcbtui^ in eine andere sofort erfolgt und nach dem Begriffe der krum- 
men liiaie, die ja sqnst ein geradliniges Stück enlhieUey erfolgen jnus^ 
— SQ seb^n wir ja hier ausdrücklich vpn der Ricbtungf&nderi^ig ,ab^ 
welicbe gloicli nach, Ablaufe der Zeit t durcb neue Anstösse, der b^w^gen^ 
•d#a Kraft «ritdgt« «nd ^(racliten blos ^ie r^siUtir^nde .I|ij(^ti|ng , welcbf 



da^ ZnMmmenwirkeii dier bh dahin errelgendeii ImtHllae Maeugt blil« Diese 
resuHirendtS Gesdiwtndigkeit wird sieh tiub fisch detfi PdrallelogrMnMi d^ 
Krtfte in drei Seitengescliwindigkeiteri cer legiiln lassen » Wekli^ hl . di^ei 
AienricbtQDgen wirken nnd ausammen die resnlttteikto TtfllstAn^lg efScflaen» 
Nehmen wir an, dass diese drei Seiteng^ebwindigkeiteil #en Piittkt Kt 
sioh altein »n der 2Seit H respektive nm die Wegsti^eobe ix, 4^, dk ito deii 
beti'effenden Axenriohtungen fortr§eken würden, so sind, da ttadi AtM 
Yorbergebenden RaisenAement die Bewegung al6 eine ^leidhffirM|;e he^ 
Iratfalet werden darf, die Ausdrucke far unsere drei SdtengeStfafWibdig^ 
keiten in den Atenricbtiingen respektive 

da d^ dM 

di* Ä' Ä* 

Auf der anderen Seite, wei» man die Winkd^ welche die Richtung 
Hf Geschwindigkeit v^ d« h. die Richtung der T^ngtreadaa an die Cmrm 
ift dem Pmdite m, y, z, riiit den drei Aien eiflsdUiesstt durch a^ ßt f 
bet^ichaet, so werden nich frühferen Sitzen die Ausdräckc Dar diu Gcsb^ 
^sauten der Getohwiitdtgkeit « in den drei Aienridltttttgen 

vcosa, veosßp vcüsy 
und «6 folgt mn durdi GlieichsetJEnng der dbpjielten Aisdrftcte, Irekhc 
mr fBr ein und dieselbe Sache gefdnvien haben ^ 

da? ^y a *** 

-^sr^vcosa, -r^^-vcotp, -—Ät^co^y. 
at dt * dt 

Als dritten Ausdruck für dieselben Seitengeschwindigkeiten kann man 

nun noch schliesslich ohne besondere Mühe herleiten : . 

da dy dg 

ds dt d9 ^ 

Jetzt bleibt noch übrig « ^ine^ Ansdruck lür die blensiUU der Irei7 
beoden Kraft eu gewinnen; in Analog sui iler geradlinigen Bewegung 
mfisste dies geradeau der aweite Differentialqootient von $ naoh 4 sein und 
«s ist kkbt diese Vermothung zu rechtfertigem 

In der That, wenh wir ein Mass der fcewegend^tt Krift toAed, s^ 
kanii dieses nur mit dein iMasse der ntoniäntiltlen Anstf^se zusamtaienftfl^ 
len, welche tn jedem Adgenblicke eine netie Gesehwftidigkeit Im der frü^ 
heren dnrdi die trägkeit sich erhalt^end^fi G^ebWindl^beÜ liiilziilb|jeff. 
Die Dauer dieser AnstOsse ist abernnr ein Ü^imeiit ttni sJ^iM^a in eilM* 
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^o<ithiÜididk<$tt t^olge Mit, so Aä^s iü demsetbeH tttrmente , wd ä^t eitie 
gM^iHit hftt, it^r and^r« zu Wirken anhebt Diesen Tbatbö^tdnd bringen 
wir analytisch zur Darstellung, itldeat wir die bewegende Kraft während 
der Zeit dl betrachten, und die tieschwiadigk^itsiniensität, welche sich 
während deren Dauer erzeugt, wird das gesuchte Mass für unsere Kraft 
dbgebeft. 

Nun können wir aber die Bewegung, welche von einer in continuir- 
liehen Anstössen wirkenden Kraft hervorgerufen wird, nach demselben 
Raisonnement, welches wir frAher für die geradlinige Bewegung durchge- 
führt haben, während eines unendlich kleinen Zeitraumes als eine unver- 
ändieriiche gleichförmige Bewegung betrachten , welche die am Anfange de^ 
Zeitraumes dt erlangte Geschwindigkeit besitzt und bis zu dessen Ende 
beibehält: in Consequenz hiervon wird man davon abzusehen 
haben, dass die am Ende des Zeitraumes durch die Fort- 
wirkung der bewegenden kraft erzeugte Geschwindigkeit dv 
sich aus einer Summe continuirlich aufeinander folgender 
Anstösse zusammensetzt und sie vielmehr so ansehen kön- 
nen, als wenn sie durch einen einzigen am Ende des Zeit* 
raumes dl erfolgenden Stoss sich erzeugt hätte. Die Intensität 
dieses Stosses ist demgemäss das Mass der bewegenden Kraft und wir haben 
^htty wefin wir letztere gfeich setzen, nach den Ge&etzeti der gleich- 
i^tjAi^ Bewegnttg (ttttd bei atigemessenei' Bestimmung der krafteiäheii) 

® = — . 
dl 

Uni da^stilbe zutn Il^bcfrficisse auch noch analytisch zu begründen, 
habed Wi^ hur die in $. 20. Uilter S) auf ±^ bezügliche Entwicketung in 
B«%ii^ ^ttf i zd Wied($rh6ten. Sei ^' der am Ettde der Zeit t + dt durch- 
lätifeil^ Raüih, is6 ist, da s als eine ("ukiktion von t gegeben ist, 

s'=i + -dl+i-jpdl*+i^d(» + .... 

Nhp hhIs» #^ ans drei Tkelten »Mb zudamcäenft^tveit : einmal atis dem 

ftdofiie Sf. dor «m Ende der Zt it i dttrehiauf^ tat, weiter aus dem Räume 

äs 
vätssi-j^dii welche vermöge der am Ende der Zeit l erlangten und durch 

die Trägheil sich erballenden fieschwindigkeit dttrchmessen wird» endlich 
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aus einem gewissen Räume 6, welcher von der durch die Fortwirkiiog der 
bewegenden Kraft während des Momentes di sich frisch erzeugeadea Ge* 
schwindigkeit herrührt, und es ist offenbar 

oder, da das zweite und die folgenden Glieder der Reihe rechts g^en das 
erste verschwinden, 

, d^i . dt ^ ^ , di ^ 4 3 ^ 

Diese Gleichung sagt aber nichts Anderes aus, als dass der Weg e, 
welchen der bewegte Körper in Folge einer Summe von continuirlichen 
Anstössen während des Momentes dl zurücklegt, proportional ist dem. Wege 
dvdly, welchen er in derselben Zeit zufolge eines einzigen Anstosses zur 
rücklegen würde, der ihm die Endgeschwindigkeit dv mittheilte. Somit 
kann jede continuirlich wachsende Geschwindigkeit durch eine stossweise 
erzeugte gleichförmige Geschwindigkeit und mithin auch unsere bewegende 
continuirliche Kraft, sofern blos der Endeffekt berücksichtigt wird, durch 
eine angemessen bestimmte stossweise wirkende Kraft ersetzt werden — 
natürlich nur während eines unendlich kleinen Zeitmomentes« 

Jede durch irgend einen Stoss erzeugte Geschwindigk^t ka9U) durdi 
das Zusammenwirken von drei Stössen hervorgerufen werden t di^ OAch 
den drei Axen gerichtet sind, und jede der drei Seitengeschwindigkeiten 
kann eben so gut durch eine einzige Stosskrafl, wie durch eine gewisse 
in der betreffenden Azenrichtung continuirlich .jvrirkendf Knrft erzeugt« vor- 
gestellt werden; seien demgepiäss di^ drei durch diese Reflexion siel) dar*^ 
bietenden Krälte X, Y, Z^ so ist klar, dass ihre vereinte Wirkung dit 
Wirkung der bewegenden Kraft CZ> vollständig ersetzt , und es kann jede 
beliebige continuirliche Kraft, welche eine krummlinige Bewegung erzeugt, 
in drei gleichfalls continuirliche Seitenkräfte zerlegt werden, welche gerad- 
linig im Sinne der drei Axenrichtoogen wirk<«i« Für di«so Coffi|Kitantea 
gelten die Gesetze der geradlioisen Bewegung Jiiid>es bestehen .dem zaFoIge 
die drei Bewegungsgleichungen 

d2x_ d2y_ ^_y 

1*» ^^ w .^ 
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die mit der vorhin entwickelten 

t 

äs ^ dv 

v = — , 0)= — 

dl dt 

in Uehereinslimniung sind. In der Tbat sind die drei ersten Gieichui^en 

nur Specialisirungen der allgemeineren Gleichung 

welche aus den beiden letzten durch Einsetzung der ersten in die zweite 
folgt, und gehen daraus hervor, indem man nach einander für <Z> die drei 

4 

Kräfte J, Y, Z einsetzt, welche geradlinig in der Richtung der drei 
Äxen wirken. 

Das Princip, welches wir jetzt deducirt haben und welches der weiteren 
analytischen Betrachtung zu Grunde liegt , heisst: Jede continuirliche, 
oder, wie man gewöhnlich zu sagen pflegt, beschleunigende Kraft 
hat zu ihrem momentanen Masse eine stossweise wirkende 
Kraft. Also wenn mehrere continuirliche Kräfte auf einen Punkt wir- 
ken, so wird in jedem Momente das Parallelogramm der Kräfte die Regel 
ihrer Zusammensetzung in sich schliessen. Da dies nun im Allgemei- 
nen , wenn die Kräfterichtungen verschieden sind , sich analytisch schlecht 
ausdrückt, so liegt bierin die Nölhigung, warum wir statt von der allge- 
meinen Bewegungsgleichung 

lieber von den drei Bewegungsgleichungen für die Composanten, nämlicli: 

d^x. d^^y dH _ 
dt^^"^' dt^^^' di^^^ 

ausgehen, weil in letzteren nur gleichgerichtele Kräfte zur Anwendung 
kommen , deren Zusammensetzung sich durch einfache Addition oder Sub- 
traktion vollzieht. 

Kann man diese drei Gleichungen integriren, so erhält man sechs 
Constante der Integration, von denen sich drei leicht bestimmen lassen, 
wenn man weiss, dass der Körper zu einer gewissen Zeit an einem be- 
stimmten Orte ist. Die drei anderen Constanten bestimmt man dadurch, 
dass man die Geschwindigkeit zu einer bestimmten Zeit in den drei Axen- 
ncbtungen, d. b. die Werthe der Differentialquotienten 

111. 3 
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dx dy dz 

dl* dt' dt 
für ein specielles i, kennt. Ist die Intigralion und die Bestimmang der 
Coiistantoo yoUi»ndet, so bekimnien wir drei Gleichungen zwischen «> y, 
X, t, aus denen wir durch Elinination tmi ( zwei Gleichungen zwischen 
X, y, X allein , d. fa« die Gleichungen der gesuchten Trajektorie erhalten* 

2) Wir haben im Vorigen die Gleichungen der Bewegung eines yöl- 
lig freien materiellen Punktes entwickelt. Möglicherweise können aber 
dieser Bewegung noch gewisse Beschränkungen auferlegt werden. Wie 
deren Natur aber sonst auch beschaffen sein möge, immer lassen sie sich 
darauf zurückführen, dass der Körper verpflichtet ist, entweder immer 
auf einer Oberfläche oder gleichzeitig auf zwei Oberflächen zu bleiben. 

Wenn der Körper verpflichtet ist auf einer gewissen Oberfläche zu blei- 
ben, so liefert diese Fläche doch imtner eine Kraft, welche in jedem Augen- 
blicke und in jedem Punkte der Fläche den Körper auf ihr zu bleiben 
nöthigt und welche* nichts anderes als der in der Bichlung der Normale 
wirkende Widerstand der Oberfläche ist. Eine weitere Wirkung hat die 
Oberfläche nicht: denn soll der Körper auf ihr fortgeschoben werden, 
so geschieht dieses auf Grund anderer nicht von der Fläche herrührender 
Kräfte. Wir werden also, indem wir von der Fläche abstrahiren, uns 
denken können, dass in jedem Augenblicke, wo auch der Körper sei, 
immer eine gewisse Kraft in der Richtung der Normale ihn gegen die 
Fläche treibe. Sei diese Kraft N, so können wir diese Kraft in jedem 
Augenblicke in drei nach den Axen gerichtete Seitenkräfle zerlegen, de- 
ren Ausdrücke , wenn die Winkel der Normalen mit den Axen der x, y, x 
l^ lA, V heissen, respektive iV^eo^A» Ncosii, Ncosv sind. Indem wir diese 
Kjäfte einführen, können wir den Punkt in seiner Bewegung als vollkom- 
men frei denken und erhalten dadurch als Gleichungen seiner Bewegung: 

d^x 

d^v 

d^x 

— = Z+Nco$v, 

wo N eine vollkommen unbekannte Kraft ist^ Ton der wir nur Witten^ 
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diiis %m id d«T Riobtuag der Nortni^Ien wirkt. Nud sei die Gleiehnng 
der Oberflä«be 

so bestimmen sich die Winkel der Normalen mit den drei Axen durch 
die Gleichungen 

, dLx .. . . dty dL% 

wo wir der Kürze halber 

gesetzt haben. Die drei Bewegungsgleichungen geben nun auch durch die 
StriMtiUili^oB d^ drei genannten Ausdrücke 

^2 - -^ + r' dx' 

dt« " ' "*" r • dy ' 
d^x y.N dL 

£litdidirt man aus dieseü b^id^n Gleichungen JV, so geht t mit her- 
aus und man fek*h91t die Gleichungen 

dl* dx dl^ dx'^ dt da' 

d^y d£_d*«^ 1^— IT— — Z — 
di* dx di^ df~" dx dy' 

und deren Integration liefert uns zwei Gieiebuagen zwischen ä, y, x, u 
aus denen wir durch Elimination des i eine Gleichung zwischen x, y^ x 
allek herstellen k(kinen: dies ist die eine Gleichung der gesuchten Tra- 
jektorie, die andere Gleichung ist die Gleichung der gegebenen Oberfläche 
selbst* Zugleich kann man nun gleich den Ort des Körpers für jede be- 
stimmte Zeit sich berechnen und umgekehrt die Zeit, welche erfor- 
derlich ist, damit er bis zu einem bestimmten Punkte gelange. Auch 
die Grösse der unbekannten Wid^sXandski^aft kann nun vermöge einer 
beliebigen der vorhergehenden Gleichungen bestimmt w^ni^i^f so das^ 
dieselbe sowohl der Richtung, wie der Grösse nach yoUsUlindig be- 
kannt ist. 

Wenn der Körper gezwungen ist, gleichzeitig auf zwei Oberflächen 
zu bleiben, so können wir die Veirpflichtüikg, dass der Körper sich auf 

3* 
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dies^a Oberflächen bewegen boU , durch die Einrohrung zweier Kräfte er* 
setzen: N und N'y welche normal gegen die bezugliche Oberfläche wirken« 
Zerlegen wir diese Kräfle wieder nach den drei Axen, so erhalten wir in 
Analogie mit dem vorhergehenden Caicul: 

^^^yyN dL N^ dV 
d(*"" "*■ Y dy^ r dy' 

d^_ ^ dL N^ dU^ 

Aus diesen drei Gleichungen können wir N und N* herauseliminiren, 
wodurch auch Y und Y' herausgehen, und bekommen schliesslich eine Glei- 
chung zwischen den Variabein x, y, x^ L Nehmen wir hierzu die beiden 
Gleichungen 

der beiden gegebenen Oberflächen, so können wir aus diesen drei Glei- 
chungen Xf y, X als Funktionen von f darstellen, d.h. wir können den 
Ort auf der gegebenen Trajektorie bestimmen, in welchem der Körper 
sich zu einer gegebenen Zeit befindet, und umgekehrt die Zeit, in wel- 
cher der Körper einen gegebenen Punkt erreicht. Es liegt in der Natur 
der Sache, dass wir nur eine Gleichung zwischen ar, y, x, i bekommen, 
weil die Trajektorie durch die Coexistenz der beiden Flächengleichungen 
von vorn herein bestimml ist. 

3) Die Hauptaufgabe für die nächsten Entwickelungen ist die Inte- 
gration unserer drei Bewegungsgleichungen. Das ist aber im Allgemeinen 
etwas sehr Schwieriges und man hat nur bestimmte Fälle, wo diese In- 
tegration geradezu ausfuhrbar ist. Mullipliciren wir unsere drei Bewe- 
gungsgleichen 

d^x_ d'y_ d^x 
di*""^' d?~^' d?-^ 

der Reihe nach mit 

%dx, 2dy, 2dx 

und addiren die dadurch entstehenden Gleichungen, so folgt 

^ d*» ^ dhi dh 

2dx^ + 2dy'^ + 2dx -jj^=2 (Jdx + Ydy +Zdx). 
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Betrachten wir diese Gkichung näher, so werden rechts JT, Y, E 
als Funktionen von. iv, y, x gegeben sein und die linke Seite ist gerade- 
zu das ToIIstÜndige Differential des Ausdruckes 

und wir erhalten mithin durch Integration 

(f)'+(ir+(!f)"-(s)'=y^'''+'*+«->+<^'- 

Mitbin in allen Fällen, wo der Ausdruck rechts 

Xäx, Ydy, Zdz 
ein Yollstättdiges Differential irgend einer Funktion der drei Yariabeln 
x, y, % ist, sind wir im Stande aus unseren Differentialgleichungen der 
zweiten Ordnung eine Differentialgleichung der ersten Ordnung zu erhal- 
ten. Dieser Fall tritt allgemein ein , wenn der bewegte K5rper durch At- 
traktiODskräfte sollicitirt wird, d. h. durch solche Kräfte, die ihn nach 
irgend welchen festen Mittelpunkten hinziehen. Um dieses zu beweisen^ 
bemerken wir, dass jede Attraktionskraft nothwendig eine Funktion der 
Entfernung vom attrahirenden Mittelpunkte ist* Seien diet €oordinitea 
eines attrahirenden festen Punktes a, h, t und r di« Entferoung des an- 
gezogenen Punktes, dessen Coordinaten wir mit x, y, z bezeichnen, so ist 

r^ = ia—xy + {h—x)^ + (c — z)^ 
und wenn wir die Grösse der Attraktionskraft mit R bezeichnen^ so wer- 
den deren Composanten nach den drei Axenrichtungen bezüglich 

a — X h — g c — z 

r r r 

sein; denn offenbar sind 

a — X h — y c — z 
\ r r r 

die Ausdrücke für die Cosmus der Winkel, welche die Linie r mit den 
drei Axen einschliesst. In unserem Andrucke 

, Jdx+Tdy+Zdz 
wird also derjenige Theil, welcher von der Attraktionskraft Jt des ausge- 
wählten Punktes ü, h^ o herkömmt. 
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teiiK Der 9W«Hq Faktor ist wn dat yoUlindige Diflerentiol d» Crosse 

und wir können milhin für die betreffende Piartie aueh setzen 

— Rdr, 
d. h. sie ist, da R eine Funktion von r allein ist, ein vollständiges Dif- 
ferential. Ebenso ist auch jede andere Partie unseres Ausdruckes , welcbe 
sich auf ei,ne andera attrahirende Kraft A' und einen anderen Allraklions« 
mittelpunkt a', b', c' bezieht, ein Ausdruck wie 

d. b. gleichfalls ein vollständiges Differeoiial v<»n einer gewissen Funktion 
der y^ri^belo r\ und mitbin^ da alle die verschiedeneü SuiomaAideB, 9m 
denen sieb die Grösse XtfiP+Tdj^ + Zdx zisainiiien^etzt, nallstäqdige Diffe- 
reoCiale. sind,! so ni es auch notbwendtg^ die g^nze GrOsse^ selbst. 

Der eintaefaste Fali ist, wenn nur ein aittrabirendep Mitletpunkt i»!, 
dea wnr zum Anbflgspunkle der Coordinaten wählen wolle» un4 wenn 
der Radio» vector, mitbin die Attrakttonskraft nicht Mo» naeb ihrer Ridi* 
tung, sondern auch nach ihren Grössenverblltnissiin däi^stetM. Aledann 
sind geradezu die Coordinaten a, yt^ » des bewegte« Punktes di« Mass« 
zahlen fOr die Composanten der Attrakttonskraft und mafn hal 

also 

Nun folgt aus unseren drei Hauptgleicbungen der Belegung 

z — TTT — X — =- =^ Xx. — Zop, 
dt^ dt} ^ 

d^y dh 

und diese gehen in Folge der eben aufgesteUten Gtei^tmgen über m 
d^x d^y d^x ^i*«^^ d^jf d*i_ 

oder, indem wir integriren {l als unabhflngige ¥ariabie.beM«ihlel) 

tia9 «-. dt/ ' 
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ix ät , 
dl dl ' 

dy dz ^^ 

a ^ dl 

Diese drei Gleichungen babeo eine geometrische Bedeutung. Denken 
wir uns unsere Trajektorie auf einer der Coordinatenebenen , in unserer 
Fig. XXXXIL auf der Ebene der xy, projicirt, und nehmeu an, der &ör* 
per befinde sich zur Zeit ( in dem Punkte P, ivs Zeit ( + di tu dem 
Punkte F. Sei niui der Sektor AOP=^%^ ferner die Ordinate Pü=^|f 
gezogeo, AOPB=p^ OPB = q., so folgt 

u — p—q. 

Nu« ist g^^^xjf; ferne?, da im Verlaufe der Bewegung des lUdiiUf 

vector die Fläche AQP sich um das Increment OPP* yergrössert, also 

OPP' = du ist, 

POP'=sdu=dp—dq, 

oder da dp=^yix ist, 

POP'^^ = ydx—d{\xy)] 

^^ydx — {xdy, 

Demgemäss folgt aus unsrer ersten Integralgleichung 

dx dy . 

y^j^,mm.g^me od. yd(D — xdx^tsM, ' 

dl Ol 

POP'^xd^^'^dl, 

d. h. der Zuwachs des Raumes, der vom Radius vector beschrieben wird, 
ist proportional der dazu verbrauchten Zeit. Dieser Sat^ gift zunächst 
nur von der Bewegung während einör unendlich kleinen Zeh: aber er 
lässt sich auch leicht auf die Bewegung während einer beliebigen end- 
lichen Zeit ausdehnen, denn die Integration der letzten Gleichung giebt 

u = -o"* + Consl, 

und wenn man den Raum von der yAxe an rechnet und ebenso bei Beginn 
der Bewegung den bewegten Punkt auf derselben Geraden annimmt, s6 
annuUirt sich die Constantie imcF'es wir(( 

«=2'; 



mithin folgt ganz allgemein, dass dttPltjektionen der TomAadius vector 
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auf den Coordinatenebenen durchlaufenen Räume der Zeit proportional 
sind. Es ergiebt sich ferner aus den drei oben gefundenen Differential- 
gleichungen der ersten Ordnung noch eine zweite sehr merkwürdige Ei- 
genschaft unserer Trajektorie. Nämlich multipliciren wir sie der Reihe 
nach mit und addiren die Produkte zusammen, so kommt 

(i = cy + c'y + c*^x, 
d. h, wo wir auch den Punkt a:, y, z in der Trajektorie annehmen , im- 
mer wird er aut einer *fcslen durch den attrahirenden Mittelpunkt geleg- 
ten fibene enthalten sein. Die Trajektorie ist also eine ebene Curve 
und man wird sich die Untersuchung erleichtern können, wenn man ihre 
Ebene zur Ebene der xy machte wodurch die dritte Coordinate x und 
ebenso die Composante Z sich annulliren. iFasst man jetzt die Resultate 
unserer speciellen Untersuchung zusammen, so lassen sie sich, wie folgt, 
aussprechen : 

Wenn ein materieller Punkt einer beliebigen Kraft un- 
terworfen ist, die nach einem festen Mittelpunkte gerichtet 
ist, so beschreibt er eine ebene Curve und sein Radius tcc- 
tor durchläuft in gleichen Zeiten gleiche Räume. 

Es ist übrigens leicht einzusehen, dass ganz dieselben Resultate auch 

4 

von einer Rewegung gelten, die durch eine Repulsionskraft von einem fe- 
sten Mittelpunkte weg bedingt wird: denn unsere ganze Argumentation 
setzte blos voraus, das die bewegende Kraft in der Richtung des Radius 
vector wirke« 

Indeoi wir die oben erwähnte Coordinatentransforroatioq uns vollzo- 
gen, denken, d. h. also überall da z und Z und folgeweise auch c' und e" 
uns gleich gesetzt denken, wollen wir Sektor AOP uns vermittelst Po* 
larcoordinaten ausdrücken^ wodurch wir zwar nichts TSßues erhßlten, aber 
einige allgemein übliche Benennungen zu entwickeln Gelegenheit bekommen. 

Sei also 

OP=:r, AOP=s:d^: 
dann wird 

POP'=^d^, 0P''»r+4r, 
und, wenn man mit OP um einen ^reis beschreibt, welcher OP* in Q 
einschneidet, ' .: " 
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Es folgt 

oder, wenn wir das Unendliclikleine der zweiten Ordnung gegen das Un- 
endlichkieine der ersten Ordnung vernacblässigen, 

und wegen des Werthes von dem DifTerentiale du: 

ydx — xdy ^^r^dd'ss^ cdl. 
Ferner bat man für das Bogentncrement PP' ^ dt den Ausdruck 

ds = yldr^ + r^d9\ 
Nun ist doch die bewegende Kraft nach der Tangirenden PT gerich- 
tet und dieselbe kann in die beiden Composanten nach den Richtungen 
des Radius vector und der darauf Senkrechten zerlegt werden, welche 
letztere offenbar wegen der unendlichen Kleinheit des Winkels POP* in 
die Bogenrichtung PQ hineinfäJt. Da die Geschwindigkeit des Punktes P 

d% 
gleich — ist, so werden die beiden erwähnten Composanten 

4- cos TPS und --cos TPQ, 
dl dt 

Betrachten wir jetzt das Dreieck PP'Q^ so folgt 

cos TPQ = cos P'PQ =s= f ^ = — , 
^ ^ PF ds 

OP* dr 
cos TPS *= sin SPQ = tin PPQ = ^^ = 4- 

P™ ds 

und die beiden gesuchten Seitengeschwindigkeiten werden durch Einsetzung 

dieser Werihe für cos TPQ und cos TPS bezüglich 

dr , rdd- 
-—und — -— , 
dt di 

die erste ist die Geschwindigkeit in der Richtung des Radius vector 3 die 

zweite ist die darauf senkrecht gerichtete Geschwindigkeit und die in dem 

Ausdrucke der letzteren vorkommende Grösse 

dt 
heisst die Winkelgeschwindigkeit des Körpers, weil sie das Mass für die 
Schnelligkeit ist, mit welcher der Winkel POP* von dem Radius vector 
beschrieben wird. Für diese Winkelgeschwindigkeit lässt sieb ein alig6>^ 
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meiner Ausdruck finden , wie auch immer die Natur der anzidieadeft oder 
abstossenden Kraft bescbl^n Beta mb^. lUmüeh wir hatten oben die 

Gleichung 

r'd9=cdt, oder —- = —., 

mithin steht die Winkelgeschwindigkeit un umgekehrten Verhältnisse zu 
dem Quadrate des Radius vector. 

Nach dem Vorhergeheoden ist der Ausdruck 

Xdx + Ydg, + Z4z 
ein genaues Differential. Sehen wir zu, was. in unserem speciellen Falle 
fol^t, so erhalten wir 

2dx ^+^9 ji =^2ldx + 2Ydy. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist das genaue Differential von 



und da wir 



und milhin 



R*=J* + T*. Xy=r*, 



2-=-^=^=, F= ** 



haben , so erhalten wir für die rechte Seite unserer Gleichung 

Hithin folgt jetzt 

dv^ = 2Rdr 
und durch Integration dieser Gleichung, in welcher, da R eine Function 
hlos des Radius veclor e ist, die Variabein gesondert auftreten, wenn 
wir noch annehmen, dass der Anfangslage des bewegjten Punktes der Ra- 
dius vector a und die Anfangsgeschwindigkeit k entspricht: 



,» = fc» + /2Rdr. 



dt 
Nun sind die Composauten der Geschwindigkeit v = -^ nach, dem 

Vorbergeheoden 



^ 48 — 

-- und r -T-, 
4i dt 

MßT^ weria vir für leUtere Qr6»SQ ihren Werih petzen 

dr . c 
— und — , 

dt r 



mitbin folgt 



M^F- 



c« 



und wegen des Wertbes für v bekommt m;in mifbin för die Geschwindig- 
k,9il in der üicb^mig des Radius yector 



(f/— rit/- 



oder, nacbd«m man die Variable gesondiTt und tntegrirt hat, 

t + CoH&t 



/• dr 



::=cr; 






mid. setzt mia <]en hieraus bervorgehenciea Werlh für I in die Gleiebuo| 

ei{( und inlegrirt gleicb(a|ls, sq komwt noch 

cdtt 



«^ + Con5( 



_ /2^ Cfl 



y *»— ^+ /aBdr 



» 

Diese letzte Gleichung, welche man immer, sei es in endlicher ge- 
schlossener Weise, 3ei es vermöge mechanischer Quadraturen, integriren 
kann, setzt eine Relation zwischen d- und r fest, welche die Pol^rglei- 
chung der gesuchten Trajektorje ist„ und .die vorhergehende Integralglei- 
chung bestimmt die Variabein t un4 r a>^ Funktionen von einander, so 
das& Q19.Q nun iqa Stande ißt. zu bQ$ti^m<)n, an welchem Orte der Tra- 
jektQri|B sich d^r Körper ;(u ejner bestimoQt^n. Zeil heüqdet oder umge- 
kehrt ,( zu welcher Zqit er sich aa einen). l^esUmmten Orte der Tnü^^<^^^ 

» * • 

befindet.. , .^ 

4) fitheii wir mt noseeer illgeraeineD Unüivsiidumg miröckt ^o i^ 
klar, daif icr t ya wig fay firtofc mi Jedur ^pedeHon Lafci mit eiher gewiaMpi 
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speciellen Geschwindigkeit nach der Verlängerung des bezüglichen Cur- 
Yenelementes , 'd. b. in der Richtung der Tangirenden fortzurücken das 
Bestreben hat. Aber die beschleunigende oder, was dasselbe sagt» die 
bewegende Kraft ändert sowohl die Richtung wie die Geschwindigkeit die- 
ser Bewegung ab, so dass der Punkt, statt in geradliniger Richtung ent- 
lang der berubrungslinie fortzugehen, aus dieser Richtung umbiegt und 
die Curve beschreibt. Der Gedanke liegt nahe das Gesetz der Abänderung 
näher zu erforschen und die Aufnahme dieser Untersuchung giebt uns den 
wichtigen Begriff der Centripetal- und Centrifugalkraft. 

Möge der Punkt zur Zeit ( in der Lage x, y, z mit der Geschwin- 
digkeit V ankommen, so wird die Bewegung während des unendlich klei- 
nen Zeittheilchens dl als gleichförmig angenommen werden können, oder, 
was auf dasselbe hinaus kommt, die Bewegung kann so angesehen wer- 
den, als wenn der Punkt durch eine gewisse Kraft F, welche die gleich- 
förmige Geschwindigkeit v erzeugt, gotrieben auf der Tangente um das 
Stück 

vdl = ds ^yj dx^ + dy^ + dz^ 
fortrücke, so dass er zuletzt aus der Lage x, y, x Jn die Lage x + dx, 
jf + dy, z + dz versetzt ist. Hier angelangt wird er vermöge der Träg- 
heit sich in derselben Richtung und mit derselben Geschwindigkeit, wie 
vorher, weiter bewegen: aber die Fortwirkung der bewegenden Kraft hat 
unterdessen dem Punkte allmählig eine von den früheren unabhängige Be- 
wegung mitgetheilt, die wir während des unendlich kleinen Zeitelementes 
dt als eine unendlich kleine Grösse der zweiten Ordnung vernachlässigen 
durften, deren Endgeschwindigkeit aber eine gewisse bestimmte Grösse 
und Richtung haben wird. Diese Geschwindigkeit, deren Composanten in 
den drei Axenrichtungen 

d^x d^y d^z 
dlT' d?' di^ 

sind, dürfen wir nach Ablauf der Zeit i + di nicht weiter vernachlässigen, 
da sie durch die Kraft der Trägheit sich erhält, und in dem nun folgen- 
den Zeitmomente werden wir den Punkt a? + dx, y + dy, z + dz wie von 
zwei Kräften getrieben ansehen können, einmal von der bescbleudigendea 
Kraft, deren Composanten dnrcli die vorbergenannte« zweiten Differential- 
quoäenten des Raumes nach der Zeit äargeatettt iwtfrden, und dadn von 
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4er Kraft F, welche die Geschwindigkeit v in der Richtung der Tangiren- 
den durch den Punkt x^ y^ x erzeugt Durch das Parallelogramm der 
Kräfte wird sich eine gewisse Resultante ergeben, die wir mit V+^^V 
bezeichnen und welche die vereinte Wirkung der beiden ersten Kräfte 
ToUständig sowohl nach Grösse wie Richtung ersetzt. In Folge des eben 
erwähnten Theoremes muss di« Richtung yon ¥+JV in der Ebene lie- 
gen i welche die Richtung der beschleunigenden Kraft mit der Richtung 
der Geschwindigkeit v einschliesst: nun ist die Richtung der Resultiren- 
den V+^V offenbar die Richtung, in welcher der Punkt op + do:« y-\'dy, 
* + dx schliesslich fortgeht, d.h. die Richtung der Tangente in die- 
sem Punkte, und die Richtung der Geschwindigkeit v ist die Richtung der 
Tangente in dem Punkte x, y, x: mithin folgt, dass die Richtung der be- 
schleunigenden Kraft immer auf derjenigen Ebene enlljalten .ist, welche 
zwei benachbarte Tangenten der Bahncurve mit einander einschliessen« 
und da diese Ebene keine andere als die sogenannte Krämmungsebene 
ist, so folgt das Theorem: 

Die Richtung der beschleunigenden Kraft, in der sl^ an 
den bewegten materiellen Punkt angreift, fällt immer in 
die Krümmungsebene der Trajektorie hinein. 

Dieser Satz, der zur Erkenntniss der Bewegung keinen unwesentlichen 
Beitrag liefert, fliesst, wie wir sehen, unmittelbar aus der Art und Weise, 
wie die Trajektorie zu Stande kommt. Gleichwohl, um die analytischen 
Formeln, deren wir uns bedienen, zu verificiren, durfte es nicht über- 
flüssig sein, ihn auch auf dem Wege der Analyse herzuleiten, >und dies 
wird durch den Nachweis geschehen, dass die Composante der beschleu- 
nigenden Kraft in der auf der Krümmungsebene senkrechten Richtung 
sich annuUirt. 

Zu dem Zwecke müssen wir uns zunächst die Gleichung der Krüm« 
mungsebene bilden. Wir erhalten dieselbe in Folge der Bemerkung, dass 
dieselbe die drei Curvenpunkte: 

fl?, y, x; x+dx, y + dy, x + ds; x + dx + d^x, y + dy+d'^y^ x + dx+d^M 
enthält, wie folgt 

idydh—dxd^y (f — a?) + (dsd^x-'dxd^ z) (tjs) + dxd^y — dyd^x) {?— *) «= 0, 
wo I, i;, ^ die aOgemeinea Coordinateo der Krümmungsebene bezeichnen« 
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Bilden wir uns die Summe dm* Quadrat« der drei Coefftcieilten ^dlei» 
Gleichung, so erhalten wir mit Zuziehung der Formeln 

i'sd^s s dwd^w + dyd^9 -f dndH 
die Transformation: 
idyd^— dzd^y)^ + (rf«rf>— rfjrrf»*)* + (rfjraV-^rfyd«jr;« 

» rfa« ((i«Ä» + dY + «***^*) - (<»i*« + dyd^9 + dmd^dp)^ 

wo Q den Krümmungsradius im Punkte s, y, % beEeichnet. Die Qua- 
dratwurzel dieses transforitlirten Ausdruckes ist der Kenner in den Aus- 
drucken für die trigonometrischen Sinus der Winkel, welche die iMa^ 
mungsebene mit den Axen der x, y, z einschfiedst^ uod dieselben ^rgb- 
ben sich nun wie folgt: 



£,(^.V-^,^'»)-i^'^(|). 



ds* 

Diese selben Sinus sind zugleich die Cosinus dfer Winkel, welche did 

auf der Krfimmungsebene senkrechte P.ichtuhg mit den ^^ei Aten eiti- 

SchHesst, Und ifnultiplicireti wir ste daher der Reihe naöh niit 

d^ d^y d*« 
dt^' di^* dt^' 

ad erhalten wir die Geftdiwindigkeiten , trelcbe die drei Gomik)äifnfie^ der 
beschleunigenden Kreift auf derjenigen Geraden bervorbriiigen, wekb^ dii^b 
den Punkt x-\'ds, y + dy, z + dz senkreeht auf d(^r KrOtninungidebtitie 
errichtet wird, und dehen Summenausdruek 

^|j^jd*a;(dyd««-dÄd*y) + d^yidzd^X'^dxd^y) + d'zidxd^if—dydi^x) j 

gljdH mitbin die Grösse der Sett^nkraft an, t^^khe Ton^ d<r bto^I^n^en^ 
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den Kraft in dtr g«gen die Kritnüangsebene senkrechten Richtung her« 
rührt. OffBitbar anjMiUirt sich aber der zweite Faktor dieses Ausdruckes 
und folglich ist auch die bezeichnete Seitenkraft selber der Null gleich, 
wie wir es scb^ii vorher wussten. 

BeUänfig wollen wir hier noch eine Anwendung unseres letsten Theo« 
reines erwähnen , die sich auf den F^U der Bewegung bezieht, wo die be*- 
schleonigMide Kraft nach irgend einem unverfinderlichen Mittelpunkte ge^ 
richtet ist. Alsdann geht die Kränunungsebene für alle Punkte der Tra-^ 
jektorie durch einen und denselben festen Punkt den Mittelpunkt der An-^ 
Ziehung oder Abstossung, oder mit anderen Worten die Ebene, welche 
ein« beliebige Tangente der Trajektorie und den bezeicimelen festen Punkt 
enthält, enthält auch die benachbarte Tangente, d. b. alle Tangenten lie* 
gen in einer und derselben feslftti Ebene oder die Trajektorie ist eine 
ebene Curfe, in Uebereinstimmnng mit den Resultaten der kurz Torher- 
^henden Discussion dieser Bewegung. 

PMimen wir non die abgebrochene tJntersncbung wieder auf, so ban^ 
delt es sidi jetzt mn die BeetiMmung der Resultante aus der beschleu«' 
»rgenden Kralt, di^ in der KrCknmungsebene angreift, und der dnrch die 
Trägheit erhaltenen Geschwindigkeit t; , die auf der Tangente im Punkte 
X, y, z statt findet. Um hiertfi zu gelangen ist es am natürlichsten, sieb 
die beschleunigende Kralt in zwei Composanten zu zerlegen, ton denen 
die eine in der Richtung der Tangente, d. b« in derselben Richtung wie 
die Geschwindigkeit t;, und die andere in der darauf senkrechten Rieh« 
tung wirkt. Die erste Kraft wollen wir die tangentiale Componente 
der beschleunigenden Kraft, und die zweilCy deren Masszahi q> seia 
möge, da sie offenbar zugleich auf der Krämmungs- und auf der Nor- 
Malebene der Curve entbaken ist, die normale Componente der 
beschleunigenden Kraft nennen. Der Angriffspunkt beider Campo« 
sauten ist eigentlich der Punkt cö+dx^ y + dy, x + dzi aber da dieser 
Punkt dem Punkte x, $i % unendlich nahe Kegt imd es hier überhaupt 
lediglich auf die Richtungen der angreifenden Kräfte ankommt , so ist es 
statthaft geradezu den Punkt x, y, z als Angriffspunkt zu nehmen* Die- 
ses vorausgesetzt ist klar, dass die Kraft ip in der Richtung des Krüm- 
mungshalbmessern geradezu nach dem Krümmungsmittelpunkte hin wirkt. 
Denn die Resultante V+JV hat dieRithtung der Tangirenden im Punkte 
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s -{- dx , y + dy^ z-^-dz und schliesst dahtr mit der Geftchwiodigkeits«» 
ricbtUDg von F, d. b. mit der Richtung der Tangireaden im Puukte x,y,s 
einen unendlich kleinen Winkel ta^ den sogenannten Cootiogenzwinkel ein 
(man vergleiche zur Veranschaulichung Fig. XXXIU.); mitbin wenn sie 
»wischen den auf einander senkreehiea Richtungen ihrer Composanten 
liegen soll , so ist dies nicht anders m&glich, als wenn die Concavität der 
Curve den Sinn bestimmt, in welchem die Kraft q> entlang ibrer Rich- 
tung wirkt. Nun ist diese Richtung, da sie zu gleiclier Zeit auf. der Nor- 
mal - und auf der Krummungsebene enthalten ist, die Richtung des Krüm« 
mungshalbmessers , auf welcher der Krummungsmiltelpunkt enthalten ist. 
Also, da der Krummungsmittelpunkt auf der concaven Seite der Curve 
liegt, sucht die Kraft q> den Punkt x^ y, % (oder .r-l-dx, x^dy^ z-k-dz) 
unmittelbar nach eben diesem Punkte binzotreiben. 

Die Kraft 9), welche auf dem Krümmungsradius in dem 
Sinne nach dem Krummungsmittelpunkt hin angreift und 
die normale Componente der besehleuaigenden Kraft ist» 
b^eisst die Centripetalkraff des Punktes x, y, % und die ihr 
gleiche, aber im entgegengesetzten Sinne (nach der Ver«> 
längerung desKrümmungsradius hin) wirkende Kraftbeisst 
die Centrifugalkraft im Punkte x, y, z. 

Die Gleichungen der Geraden« entlang deren die Centripetalkraft 
wirkt , erhält man , indem man die Gleichung der Normalebeoe im Punkte 
s, y, %, nämlich 

(i'-x)dx + ir]—y)dy + {^~z)dz = 0, 
als gleichzeitig bestehend mit der oben angeliibrten Gleichung der Krnm- 
mungsebene ansiebt. Aus diesen «beiden Gleichungen ergeben sich die 
Gleichungen der Projectionen auf den drei Coordinalenebeoen , die na<^ 
einigen Umformungen folgende Gestalt annehmen : 

(did^z — dzäh) (S — a?) == {dsd^x — dsdh) (^— «) , 
«fad*«— dzd^i) (ij—y) r« {d$d'^y—dyih) i^— »), 
{^did'^x— dxdh) (ji — y) = {dsd'^y — dydh) [§ — X), 

Da die Wurzelgrösse 

V {dsd^x — dxdh) * + {dsd^y — iydh)^ + (dsd^z — (forf«s)« 
=d8J(d^x^ i- dV + dh^~dh^ :^ — 
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wird, so ergeben sich für die Cosinus der Winkel, welche unsere Gerade 
mit den Axen der x, y, x einschliesst, die Ausdrucke 






Die Resoltanle der Geschwindigkeiten entlang ihrer Richtung, die Ton 
den Seitenkräften' 

d^x d}y dH 

der besohi^iinigenden Kraft herrühren, ist mitbin 

oder, wenn wir bemerken, dass 

i*s {d$d*x — <fcr<J»») + d^y (d»i V — ''y<^'») + ^* (^'*^* — <^«<''») 

ist, in einfacherer Form 

Da die Cosinus der Winkel, welche die Berührungslinie im Punkte 
JT, y, 2 mit den drei Coordinatenaxen einachliesst, respective 

^ dy dx 
ds' ds> * ds 
sind, so erhält man als die tangentiale Componente der beschleunigenden 
Kraft 

d'^x dx ^ ^ j^d'^x d% d}» dv 

und dieselbe erzeugt also genau die Geschwindigkeitszunahme des be- 
wegten Punktes während der Zeil dt. Mithin folgt, dass die Aen- 
deruhfi: der Geschwindigkeit, welche von der. beschleu- , 
pigeiid'en Kral't bewirbt wird, blos dürcb deren tarigentiale 
m, 4 
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Comppnente gerade so h.erb,eigeXu];rt wird» als ob die nor- 
male Componente gar nicht exisU.rte. und die Bewegung ge- 
radlinig wäre. Die Wirkung der letzteren reducirt sieb darauf, dass 
sie den bewegten Punkt in der Riqhtung nach dem KrQtpinungsmittelpunkt 
bin Ton der Tangente weg zieb|^ und dadurch die Kri^mmung der Bahn 
herbeiführt. ^ 

Es dürfte angemessen s(;in di^ellM^n ResiilU\|e^ noch, durch eine di- 
rekte Vergleichung der Wegstrecke zu yeranschaulichen , welche beide 
C^mpo^AnteQ im SiQoe df^r. Bewegung ^an Punkt zurAckaulegea nötbigen. 
Die resultirende Bewegung setzt sich aus den drei durch die. beiden lets«- 
teren und die Kraft V erzeugten Gesc^bwindtgbeiten zusammen , und er- 
folgt in der Richtung der Berührungslinie, welche durch den Punkt a;+ ^9 
y + dy, z + dz geht. Diese Richtung schliesst mit ^er tangentialen Com- 
ponente den Con.tiQ^enzwintEd &).,imd mit der^. normaj^ (^omponente.^ 

7t 

Winkel -^ — (o eiq,; mithin sind die von den beiden Componenten wäh- 
rend der Zeit auf ihr zurückgelegten Wegstrecken , respekÜTe 



ü» 



oder, wenn^i|i|;n^ für C03C(> upd. 4lj|iL<<f , ^i^. bezuglichen Reihenentwickelun- 
gen setzt und, da (o eine unendlich kleine Grösse, nämlich 

ds 

ist, die höhern Potenzen von co gegen die niedern Ternachlässigt, 

dv und, — dt.ct) s= ^^dtds* 

Der tangentialen Componenten entspricht hiernach eine Wegstrecke, 
die ein unendlich Kleines der ersten Ordnung ist, dagegen der normalen 
eine Wegstrecke, die ein unendlich Kleines jder zweiten Ordnung ist.^ 
Mithin kann die von der letzteren herrührende Geschwindigkeit gegen die 
von der ersteren berr^rende^ YernacltJ^sjgt.weijrden,; d. i^\<lie tangentiale 
Componente erzeugt allein die Geschwindigkeitszunahme , und weiter er- 
zeugt sie dieselbe auch gQrad.e^ S.0 , al§ ob , die BcY^^egupg gerad^inijj wäfe: 
denn derselbe Weg, den der bewegte P^inkt jährend der, Zeit dt auf der. 
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y+dif, %-]rdz SttrücUegen würde, wird durch ihre Wirkuoi; auch in der 

wirklichen Richtung der Bewegung, d.h. auf der Tangente im Punkte os-k-ds^ 

y + dy, z + dz zurückgelegt, nämlich in beiden Fällen der Weg dv. 

Die Bestimmung der Resultante« F-fz/F, welches der eigentliche 

Ausgangspunkt unserer Betrachtung war, ist nunmehr leicht. Die beiden 

Geschwindigkeiten, welche in deren Richtung von den beiden Componen- 

ten der beschleunigenden Kraft erzeugt werden, sind bezüglich 

rfü , ü^ . 
•jf und -sdi 
dt Q^ 

und die Geschwindigkeit, welche von der durch die Trägheit sich erhal- 

teaden Geschwindigkeit v herrührt, ist 

v€OS(ü=v; 

mithin ist das Mass für unsere Resultante die Gesammtgeschwindigk'eit 

wäJbrend der Zeit di: 

. dv , v^ 

in welchem Ausdrucke alle unendlich kleinen Grössen der zweiten Ord- 
nai%; we^ipriasaeo sind. 

D&s erste Glied' dieser Gleiehang stellt die durch die Trägheit erhal- 
tene Gesehwindi^eit dar, welche in derRichlung der Bewegung statt fifl^ 
det: diagegeni' diu Summe der beiden anderen ist 

dt ß* dt Q* 

und stellt' die Gesdiwindigkeit dar, welche die beschleunigende Kraft in 
der Richtung' der Rewegung, d.h. auf der Tangirenden durch den Punkt 
X + dx ,. y,+ dy,^ z + dz, erzeugt. Der zweite Theil dieses Ausdruckes 

■ 

verschwindet gegpn den ersten und dies ist ganz in der Ordnung, da er 
von der normsJeii Componenten herkommt, die keinen Zuwachs der Ge-* 
scfawindigkeit erzeugt, sondern lediglich den Druck darstellt,, den der 
Punkt auf seine Trajektorie ausübt und der alleia durch den Zustand- 
der Bewegung bedingt wird. 

Die vorstehenden Reisult«^ gelten aNgemein, mag nun der b^e^' 
Punkt frei oder der Bedingung unterworfen sein r aut* einer, oder zwei 
Flächen zu bleiben. Denn für diesen Fall babefi wir nur jaölhig , die 
durch die Flädieu erzeugte Normalkralt zu den beschleunigenden' Kräften ' 

4* 
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hinzuzufügen und können dann die Bewegung als Tollkommen frei be- 
trachten. Die Differentialquotienten 

d^x d^ d^ 
dt^' dt^' dt^ 

bleiben ganz dieselben, mag nun ihr Werth sich blos aus gegebenen be- 
schleunigenden Kräften zusammensetzen oder durch den Hinzutritt gewis- 
ser normaler. Widerstandskräfte Termehrt werden, und da wir in unsere 
Rechnung nur diese Differentialquotienten eingeführt haben, so sind die 
Resultate von deren besonderer Bedeutung unabhängig« 

Die tangentiale Componente bleibt bei der unfreien Bewegung ganz 
dieselbe wie bei der freien. Denn die Widerstandskräfte sind in allen 
Fällen normal gegen die Trajektorie gerichtet und die von ihnen erzeug* 
ten Tangentialgeschwindigkeilen sind daher der Null ^eich. Dagegen die 
normale Componente oder die Centripetalkraft wird zwar immer noch 

durch den Ausdruck — gegeben : aber sie bekommt einen andern Werth als 

bei der freien Bewegung. Nämlich die von den beschleunigenden Kräften 
allein herrührende Componente wird einen Theil der von der Fläche oder 
Curve herrührenden Widerstandskraft vernichten und es bleibt dann nur 
noch der andere Theil übrig, welcher die gegen den Krümmungsmittel- 

punkt hin gerichtete Kraft — giebt. 

In Folge hiervon , wenn der Punkt eine gegebene Corvo zu beschrei- 
ben gezwungen ist, wird man den Gesammtdruck, den die Curve auszu- 
halten hat, sich berechnen, indem man zu der Centripetalkraft jenen 
durch den Widerstand der Curve vernichteten Druck hinzufügt, d. h". also 
die Resultante sich sucht aus der Centripetalkraft und der in der Normal- 
ebene enthaltenen Componenten der beschleunigenden Kräfte. Der erste Theil 
des Gesammtdrnckes kommt von dem Zustande der Bewegung her, der 
andere ist ein Druck im gewöhnlichen Sinne des Wortes, der auch im 
Zustande der Ruhe in derselben Weise existiren würde. 

Ganz in gleicher Weise, wenn der Punkt auf einer gegebenen Ober- 
fläche sich bewegt, wird der Gesammtdruck, den sie auszuhalten hat, da- 
durch erhalten, dass man zu der Componente der Centripetalkraft, welche 
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ndch der Normalen an die Fläche gerichtet ist, die in eben dieser Richtung 
wirkende Seitenkraft der beschleunigenden Kräfte addirt. 

Wenn der materielle Punkt in diesem leUten Falle voll keiner be- 
schleunigenden Kraft getrieben wird, oder nur von einer solchen, welche 
in der Richtung der Rewegung wirkt, wie z. B. eine Reibung gegen die 
gegebene Oberfläche, oder der Widerstand des Mitteh, in welchem die 
Bewegung statt flodet: so ist die normale Seitenkraft der beschleunigen- 
den Kraft und es bleibt mithin nur noch die Widerstandskraft der 
Oberfläche als bewegende Kraft übrig. Mithin muss die Krummungsebene 
der Trajektorie die Normale der Oberfläche enthalten oder die Kröm- 
mungsebene steht auf der Oberfläche senkrecht. Wenn diese Eigenschaft 
statt findet, so lässt sich vermöge der Variationsrechnung der Beweis fuh- 
ren, dass ein beliebiger Bogen der Trajektorie die kürzeste Linie ist, 
welche zwischen seinen Endpunkten auf der Trajektorie gezogen werden 
kann. 

Um eine Anwendung, der entwickelten Principien zu geben, wollen 
wir uns die Erdkugel denken: so werden im Zustande der Ruhe die Wir- 
kungen, welche die einzelnen Punkte derselben auf einander ausüben, 
durch deren feste Verbindung vernichtet und in diesem Zustande wird 
nichts geändert, wenn man dich in jedem Punkte die einer gewissen Ro- 
tationsbewegung entsprechende Centrifugal- und Centripetalkraft ange- 
bracht denkt, da diese beiden Kräfte sich gegenseitig gleichfalls vernich- 
ten. Denken wir uns aber die Erde in Rotation um ihre Aie, so wird 
die Centripetalkraft als der durch den Zustand der Bewegung bedingte 
Druck auf die Trajektorie anzusehen seien, vermöge dessen die Bewe- 
gung zu Stande kommt, und die feste Verbindung der Erdpunkte wird 
daher jetzt sowohl die Wirkungen der einzelnen Punkte auf einander, als 
auch die Wirkungen der Centrifugalkrail vernichten müssen. Mithin folgt 
aus der Rotation der Erde um ihre Äxe die Existenz der Centrifugalkraft 
und diese wird sich geltend machen, sobald ein Punkt der Erdoberfläche 
aus seinem festen Zusammenhange mit derselben losgelöst erscheint, d.h. 
also z. B. beim freien Falle eines Körpers. Alsdann ist nämlich der Kör- 
per unter der Einwirkung der Kräfte, nämlich der Schwere, welche un- 
mittelbar nach dem Mittelpunkt der Erde hin gerichtet ist, und der Cen- 
trifugalkraft, welche senkrecht gegen die Erdaxe gerichtet ist. Die Be- 
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w«giing wd daher mk einer Intea&Kftt zu SianAe kommen, ivriehe der 
Resultanten der beiden wirkentleo Kräfte enUpricht, uiid wir kouneo 
so auf die bekannte Sache zurück, das» die Schverc bei (iem freien Falle 
«ine geringere Geschwindigiteit b»*vorbriiigl, als man nach der Intensität 
dieser KraU zu erwarten berechtigt ist. 

Betrachten wir, um den analj^tiscben Ausdruck dieser Vermindierui!^ 
zu erhalten , die Erde als eine vo]liL#iBmette Kugel mit dem Itadius r und 
denken uns einea Paralielkreis , dessen geographische Breite q) und des- 
sen HaibfflMsser mithin rcosg> ist, so wird» weMi die Zeit, welche zu 
•eiAer ganzen Umdrehung erfordertich ist, mit T bezrichnet wfard, die in 
irgend dnem Punkte der Peripherie vorhandene gleichföpmig& Cii«schwin- 
^igkeit 

2rco5m 

sein, und da bei dem Kreise der Krümmungsmittelpunkt jedes Punktes 
in das Centrum des Kreises hineinfalit, so folgt für die Cenlrilugalkraft 

Da sie nun nach der Verlängerung des Radius im bezüglichen Paral- 
lelkreise gerichtet ist, so schliesst sie mit der Riehtuug der Schwere, 
d. h. mit dem Erdradius den Winkel ^ — q> ein, und ihre Componenle 
in der Richtung der Schwere ist mithin 

4r7c^c»sm , , 4Tn^co%'^w 
y^ ^ CQ8(yg— y) = fi^- 

Die Verminderung der Schwere durch die Centrifügalkrafl ist also 
dem Quadrate des Cosinus der Breite proportiofial und erreicht ihr Ma- 
ximum, wenn 9=0 wird, d.h. unter dem Aequator, Wo sie in Theilen 
der Schwere ausgedrückt 

kelTägl. FüJirt man für r, tt, j, J die bekannten Zahlenwer*e ein, so 
erhäk man äIs das Mass für die Verminderung der Pallgescbwindigkeit 
unter dem Aequator nahezu den Rpuch 

J— _L 
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80 ik88 , da die teirtrilbgalkrdft mit dem Oua^rate der &escliiiriM^kcit 
itanitomi, weon dieSrde um ihre Ax« mit einer ITfacben Geschwindigkeit 
wbn derjeritgeii» die rie wiitlieh insfsitEt, retirte, die Schwere durch die 
: Ceiitrifugdkräl gfiiifelioh aijf^ohen werden wQrde. 

Die ftesullate UMerer Reohnang bedürfen aber noch eiiief M odiiefffiell, 
veiisie unter der Y^aossetsung der y^lkommefi kugelC5rmiigeti >Ge6lalt der 
£ni6 MigeeteUt werde« ist dieselbe ist nAmlieh ton ellrpsoidMcber 6e- 
Mdl twd in Folge Üiertoo iwird die bitensitSi der Schwere fon den Polen 
nach dem Aaf uaiipr buf abnehmen und dieser Umstand wird den Unter- 
schied, der zwischen der. Fallgeschwindigkeit unter den Polen und der 
Fallgeschwindigkeit unter dem Aequator statt findet, noch mehr yergrös- 
sern. Nach Poisson wird der obi^e Coef&cient durch diesen Umstand bis 
auf den Werth des Bruches ^^^ vergrössert und dieser BhrtMsfa ttMki alte 
den ganzen Zuwachs des Gewichten eines KArpers ausi^ der Ton dem 
Aequator nach den P^len gebracht wird. 

5) Um eine weitere adtgememe JEigeoechatt de? Bewegung eine§ MK- 
teriellen Punktes zu entwickeln, «gehe» wir auf die sehen frfiher in^r.3) 
Irergeleitete Gieiebung 

dß^ ä^m 4'« 

^der aufih 



{%) 



zurück und bemerken» dass dieselbe auch auf die Fälle sich erstreckt, 
in weichen der Punkt auf einer gegebenen Oberfläche oder Cucv.e zu blei- 
ben genöthigt ist. 

In beiden Fällen, wenn man mit H ^ine gewisse unter den Winkeln 
^9 (^^» V gegen die A^eo der x, y, % geneigte Druckkraft bezeichnet, hat 

, • • 

man als Bewegungsgleichungen 



rf? 



J[ + Ilctuk, 



■ < 



wo nr de« Fell der Obbiffirehe fl ger^deisa neA detteft ^Metnklea g^ 
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richtet kti fUr den Fall der Cunre dagegen J7 in deren Normalebeiie 
enthalten sein rauss. Nämlich im letzteren Falle kann man sich JZ als 
die Resultante zweier Druckkräfte vcH^telleni welche normal gegen die 
heiden durch die Curvengleichungen dargestellten Oberflächen wirken; 
mUhia muss sie in der Ebene zwischen den Normalen an ditaei beiden 
Oberflächen liegen und also auch normal gegen die Trajektorie wirken. 
Demgemäss ist auf jeden Fall der Winkel, welchen die Beruhntogslinie 
der Trajektorie im Punkte x, y, 9 mit der Kraftrichtung il eiftscbliesst, 

gleich -^, oder, da die Cosinus der Winkel', welche die Berührungslinie 

mit den Axen der x, y , z einschliesst, durch die Ausdrücke 

dx dy d% 

ds' ds* 'S 
' dargestellt werden, es ist 

dx ^ dv dz 7t ^ 

ds ds ^ is . 2 . 

woher dscosX + dycosfi + dzcesv^siO. 

, Diese letzte Relation Torausgesetzt ist klar, dass» wenn man unsere 
Bewegungsgleichungen bezuglich mit 2dx, 2dy, 2d» mitftiplicirt utid ^ 
Produkte zusammen addirt, der Coefficient von Jl.in der resultirenden 
Gleichung' sich annüllirt ujid letztere mithin J7 nicht mehr enthält, d.h. 
sie ist dieselbe für die freie, wie für die unfreie Bewegung eines mate- 
riellen Punktes. Uebrigens ist klar, dass ganz auf dieselbe Weise die 
Componenten der bewegenden Kräfte X, F, 2 nach einer, aqf der Tra- 
jektorie senkrechten Richtung aus ihr herausgehen werden, d.h, alle 
gegen die Bewegung eines materiellen Punktes senkrecht 
gerichteten Kräfte gehen aus dem Ausdrucke 

d.v^=:2(Kdx+¥dy + Zdz) 
heraus und bringen in seiner Geschwindigkeit keine Verän- 
derung hervor. 

Setzen wir Xdx -f- Ydy + iW«== Ö , 

oder, was dasselbe ist, nehmen an, dass die bewegende Kraft senkrecht 
auf der Berübrungslinie der Trajektorie stehe/ so folgt 

v^== Const 
und mithin der Satz: Di^ Geschwindigkeit eines Punktes ist 
{leichlörmJg und eonstaat, we^n:die biew,«geod^9 Kriftt^M 
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jademAugeablicke senkrecht zu dem Sinneder Bewegongge- 
richtet siud; ^Ifto ein Punkt, der steh auf einer gegebenen 
Oberfläche oder Gurre bewegt und von keiner continuir- 
lichen Kraft sollicitirt wird, bewegt sich mit derselben 
Constanten Geschwindigkeit. 

Der Sinn unsererer allgemeinen Gleichung kann auch wie folgt aus- 
gedröckt werden: Die unendlich kleinen Incremente des Qua- 
drates der Geschwindigkeit und mitbin auch der Geschwindigkeit 
selbst sind unabhängig yon der Krümmung der Trajektoriej 
mitbin kann man diese Incremente betrachten als unendlich kleine gerad* 
linig gerichtete Geschwindigkeiten oder die krummlinige Bewegung kann 
auf die geradlinige zurfiokgefdhrt werden. Wir sind also s^uf das Princip, 
welches der Herleitung der Bewegungsgleichungen zu Grunde gelegt wurde, 
wieder zurückgekommen. 

6) Nehmen wir wieder den specieiliin Fall auf, in welchem der Ausdruck 

Xdx + Ydy +Zdz = dF(x, y, »), 
also ein vollständiges Differential ist, so folgt durch Integration zwischen 
den beiden Curvenpdokten x, y, % und a, (« c, wenn man die Anfangs- 
geschwindigkeit im letzteren Punkte mit k bezeichnet, 

»* — t* = -F(jr,y,Ä)— F(fl,6,c) 
und diese Gleichung, giebt ^\^ Geschwindigkeit in einem beliebigen Punkte 
jder Traiek,torie . als eine Funktion bios der Coordinaten dieses - Punktes, 
unabhängig von der speciellen Bescbaffenbeit def Trajektorie, welche der 
Punkt von dem festen Anfangspunkte a^. (. cbis zu dem Punkte x, y« % 
durchlaufen hat. 

Die Curve, welche der Puqkt in diesem Falle beschreibt, besitzt eine 
ausgezeichnete Eigenschaft, welche in dem sogenannten Principe der 
kleinsten Wirkung ausgesprochen ist.' Dieselbe besteht darin> dass 
das zwischen awei festen Punkten genommene Integral. 



\ — 




auf jeden Fall ein Mioinnim ist, Idr. dep Fall, der freien Bewegung in Be- 
ug auf alle nur möglichen die beiden Punkte verbindenden Curven, für 
dto Fall vtfär B«9r0gUng euf. einer' gegebenen . QberOäthe widuigstens Be- 
zugs aller auf dieser Oberfläche beschriebenen Curven zwisdien den 
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swei PmiliteB. Da eis H«xiniiln selbst^ersländiich iricht eiatrMiii kalii, 
80 164 es fär den Nacbweis aiisreicheQtf tezntban, iaaa dhi Vtriatiatt 
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vds 
sich annuUire. Nun ist 

3 /vd$== /iSQodi)^ /(dsäv+vßdt) 

und es besteht die Relation 

ds = yldx^+dy^ + dz^, 
woher 

also, wenn man die Relation 

'ds 
*^ A 

berücksichtigt, 

vddi =S.Sds+ ^^ Wy + ^ *^* 

und dies wäre der Ausdruck ffir das erste Glied unter dem Intc^ralzei- 
cbef). Um auch das twette Glied in passender Weise zu transformiren, 
bemerken wir, das6 in Folge der Torausselzung 

2XdJt+2Yäy+2Zdfi 
das genaue Differential von t;^ ist und mithin folgt 

ds d*x d*u d*x 

oder, wenn inan fQr «, 2, Y, Z ibre Wcrthc t-, -js-> ~jiPt' ' m" 
einfährt und die residtirende GleithttAg ntt dt muitiplicirt, 

d,dv^^ix+^i9+^3s 

^dps+dpyfdp.- 



\ 



J«tzt lolgt durch Vereioigong d«r beid«n Iftr «dd» md Mv «ffuiid«- 
JiBn ^UiBdriofce 



• > 
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oder» wenn mao, indieiD ro»n fertwabreod I ah die unabhingJgVerlkidwliche 
betrachtet, jedes, der drei Glieder links als das üiffereotial eines leicbt 
zu bestimmenden Produktes ansiebt, 

dsdv + vdds==d(vd8)=dl^ ^^^')'^ ^i% *^ )+ ^( S ^* ) 
und hieraus ergiebt sich durch Integration 

/d (vds) = d jfväs =^3x +^ Sy + j-^^ + ^^^^ 

Nimmt man üe btSden SndpflRkie der Trajektorie als fest an, so 
sind die Variationen dx, dy ^ dz nk Bezug auf diese Punkte und es ist 
mithin zwischen diesen Gr^enzea 

= 



8 fvi^^ 



und folglich das Integral selbst ein Minimum. 

Nehmen wir an, dass die bescbleunigeode Kraft sich annultine« odfr 
senkrecht gegen den Sinn der Bewegujag gerichtet sei, -so ij^t v coa^tast 
und es folgt 



jfvds=vs; 



1^0, «eoit v^ ein Ninimim isl, so ist ts auch a. &äs.li«ifisi aber nidils 
anderes, als der Weg, den ein Punkt bei der gleichfö.rfiiigeii 
Bewegung vou -eineoi gelgtebenen Pvnkit bis zu ^iUedH an- 
deren 2arOek:l«if!t,.(ist von allein irgead bur «SgJittiiitn der 
kur^ieste, «od da bei der gleichförinigeQ Beweguni^ dije Zei- 
.^en djSrO iRä«raen proportional sili'd, so Ul anoh di« Zeil, 
welche der bewegte Punkt zur Zuröckleg^n^g dieser Weg- 
strecke braucht,, «iti Milit:Q}umt di« Bewegung geht mit- 
hin arut d#m ^lürzesteii W«(ge ItO'd in der k.ürfeeifiten Zeit 
Tor sich. . / 

Der entwickelte Satz, der eben so sehr.ifur tdie freie fi^vegutg, wie 
für die Bewegung auf einer Ob^rtBiashe ^IMtung hat, ist ein specieller Fall 
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eines allgemeineren Sattes, aaf den wrir später zuröckkommen werden, 
und der anter dem Namen des Principes der kleinsten Wirkung 
bekannt ist. Er kann zur Herstellung der Differentialgleichungen der Tra- 
jeklorie angewandt werden; man erhält diese nämlich nach den Regeln 
der Variationsrechnung als die Bedingungsgleichungen dafür, dass das be- 
zeichnete Integral ein Minimum werde. 



Achte Torleisiiiicr* 

Belsf lote der krummliftigeft Bewiguc. 

S. 23. 

Das einfache Pendel. 

1) Ein Pendel ist eigentlich ein massiver schwerer Körper, der um 
eine feste und horizontale Axe oscillirt. Um aber leichter Vergleicbungen 
anstellen zu können zwischen der Dauer der Schwingungen verschiedener 
Pendel und den entsprechenden Intensitäten der Schwere, haben sich die 
Geometer ein ideales Pendel erdacht, welches einfaches Pendel ge- 
nannt wird und in einem materiellen schweren Punkte besteht, der an 
einem, festen Punkte aufgehängt ist vermittelst eines unausdehnbaren und 
unbiegsamen Fadens ohne Schwere. Betrachten wir die hierbei stattfin- 
dende Bewegung, indem wir zunächst von dem Widerstände des Mediums 
absehen. 

In Folge der Einrichtung des Pendeis wird der bewegte Punkt auf 
jeden Fall auf einer Kugelfläche bleiben müssen, deren Radius die Fa- 
denlänge und deren Mittelpunkt der Aufbängepunkt ist Nun gilt aber für 
die freie Bewegung eben sowohl, wie für die Bewegung auf einer Ober- 
fläche , die Gleichung 

d.v^:=:2Idx + 2Ydy + 2Zd%, 
welche, da die Schwere die einzige beschleunigende Kraft ist und nnfitbia 

X=0, F=0, Z=j 
gesetzt werden darf, bier in 

d»^si2gd» 
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Übergeht. Nimmt man an, CJL sei ( Fig. XXXXIV. ) die ursprfingiicfae 
Lage des Pendels, BCÄr=a, und die Geschwindigkeit, welche der ma- 
terielle Punkt bei Anfange der Bewegung im Punkte Ä hat, sei in der xu 
CA senkrechten Richtung =J!r, endlich Cl> = c, so folgt 

oder, wenn wir die Zeit, in welcher die Geschwindigkeit gleich v ist, mit 
I bezeichnen, 

(t)'=».+2,(.-.,. 

Setzen wir jetzt den Winkel BCM^d'y so folgt 

d« = rf(ra — r^) = — rd*, 
x==CP=:rcosd', c^^rcosa 
und die Substitution dieser Ausdrücke in die vorhergehende Gleichung 
ergiebt 

1 — ^-j:) =t* + 2jr.(co«^ — cosd), 

woher 

V ür* + 2gr {co$ %^ — cos d) 
Wenn wir diese Gleichung zu integriren versuchen, so sieht man 
bald, dass sie auf ein elliptisches Integral hinaus kommt. Nur ein ein- 
ziger Fall existirt, wo sich das Integral vermöge der gewöhnlichen elemen- 
tarischen Functionen in endlicher Weise ausdrücken lässt. Um diesen 
Fall zu erhalten, führen wir die Tangente des halben Winkels ein, 

17 = ^J 4*, also cos* =7----2-, «11^==-— L^ j^--.— -5- 

und hierdurch geht unsere DifTerentialgleichung über in 

— 2rdw 

V 1 + ij* V * — ^9^ ^^* ö+Z^T + i7*(fc* — %gr cos a — 2gr) 

Die Ansicht dieser Gleichung zeigt augenblicklich, dass sie entweder für 

i* = 2gr cos a — 2gr, 
oder für 

i^ ^ 2gr cos a + 2gr 
integrabe! wird. Das Erste geht nicht, weil dadurch k^ eine negative 
Grösse werben würde und mithin bleibt blos die letzte Annahme übrig. 
In Folge derselben wird 
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V 9 y/l + fj^ 
woher iiwch Initf^aiion 

t ^—-J — lg (ji + VTT^) + Const. 

ZüpBeslifnmuiig der O^nslanten habenniir die entsprediendeB Wertbe 

( = 0, d = a, also r]=tg^a 
und wir erhalten daher, indem wir zugleich d wieder einführen, nach 
mehrfachen Reduiitionen : 



t 
oder 






=w 



■ r , (1— stnA^)a + «tn4a) 
19 



Um die gewonnenen Resultate zu deuten, gehen wir auf die gerad- 
linige Bewegung zurück, wo wir für die Geschwindigkeit eines durch; die/ 
Höhe h gefallenen Körpers, den Ausdruck 

fand^.n. Offenbai* ist unser 

fc2==2jr(l + cojo) 
etwas Aehnliches; denn wir haben 

r(l + coÄa) = Ä»; 
und mitbin 

k—>l2gJB^i . 
Die Anfangsgeschwindigkeit JIr muss daher eben dieselbe sein, wie 
diejenige, welche der Körper erlangt halte, wenn er vom Punkte E bis 
zum Punkte I>, nur seiner Scliwerkraft überlassen, gefaUen-. wäre. Vor- 
ausgesetzt also, dass wir ihm einen dieser Geschwindigkeit gleichgeltenden 
Stoss im Punkte A ertheilen, können wir genau die Zeit bestimmen, in 
welcher er von A bis M kommt. - 

Der Punkt B möge der- tiefste^ P'Uokt des Pendels sein, in welchem 
es^ vertikal h&pgt. . fm 4ies<|p Punfci. ist» ^^.Q u^d. wfenn' wir ^0 Zeiti 
w9ic)ie.da«.PeodeL.g^auf3btf:,iim j^iB. zUfd«$A9^ P'^nH: ZM VA^^Oßo^.aut; 
ti bezeichnen, so finden wir 



e& 






W^i^n wjr uas, die Bevf^g^o^ weiter bis zu dem. dem Pui|kU». ii h/^ 



rizpiUa}. geg^q.OJ^.erJi^epdiep (uDlUe A^ forlgecieUt d^nkeff ,. und nUa 
^=-r-<^, n^rjilpn.^ ^p wi^d di^ Z^ih» lA wulcher d^s.Pi^nflql fOQ Ä ipacb 
i' geht,, das. bjeifssi ()i)Q g^pj^e Scl^wiiigifiig^eii deS; Pead«b. 






Im luftleeren Räume ist also die Zeit einer ganzen Schwingung dop- 
pelt 80 gross, als die Zeit, welche^^ das Pendel gebraucht, um vom An- 
fangspunkte bis zum tiefsten Punkte zu kommen. 

Die Winkelgeschwindigkeit, oder (cf. Vorlesung 8, unter Nr. 3) der 

JO, 

Werth des Ausdruckes --=- wird iq dein betrachteten specielleh Falle 



f=-V 



7- «<>«t*^ 



und fillt olTenbar mit der wirklichen Geschwindigkeit in der Richtung der 

Berührungsiinie zusammen. Denp. letztere. hat zum Ausdrucke r — und 

ist, da r constant ist, der Wink^lgcscb/windigkeit proportional. Die letz- 
tere behält denselben We^th bei, mag^^ man nun S'^j^a oder d-ss — ^a 
setzen, d.h. also nichts andres ^ als der Körper kommt mit derselben 
Ge«j^p4oi^liglttitt.ia ü<aq^v nul:welob«r er tod ii- ass- geworfen wurde. 

Die ursprüngliche Geschwindigkeit kann man immer gleich setzen: 
denn man kann sich immer dfifür denken, d^ss^ d^r Körper von einem 
etwas höheren Punkte ausgeht* Zugleich sind in der Praxis die Schwin- 
g«btwi athr Uein i|in4 daibgcndss« aiipb a> und'^'nur sehr kitine Wtekel. 
- üoMi dieaee Voraosaiolaiiiig gehl die<obige^^Pormel zwüehen t und^* 
übwiint^diis >f#lgeftdei 

und, da a und ^ sehr klein sind, so werden die,'A^jt^pefit]F?^k^ailgen 
Ton eosd' und cosa sehr stark con?efgjpn^ und mithin die Beschränkung 
auf wenigjB jGljedep , sjs^o^,, hipmf?b^plg50i»»^,B^uHatp,.g§b^. Wir, nolrr 
len ein Paar dieser Approximationen djl|ippl^lph^^!y , wegef,; djeCi W4§h|jgt: 
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keit der Pendelbestimmungeii, ron denen die genajue Bestimmung der 
Zeit und die genaue Bestimmung des Gfewiobtes an den verschiedenen 
Orten der Erde, sowie die genaue Massbeslimmnng abhängt. Hier ist 
znnficbst von Bedeutung, dass die Länge eines Sefcundenpendels verschie- 
den ist , d. h. an den verschiedenen Orten der Erde muss man verschie- 
dene Pendel schwingen lassen , damit jedes genau eine Sekunde schlägt. 

Nehmen wir zunächst von den erwähnten Reifaedentwickelungen von 
coid' und €08 a die beiden ersten Glieder, so wird 



/ r d» 
V 9 Ja^—»* 



also, wenn man integrirt und die Constante der Integration durch die 
beiden zusammengehörigen Werthe 



bestimmt: 



woher noch 



V * a 



= -«/f«n(Y.f). 



d» 
dt 

Die Winkelgescbwittdiglieit wird hier jnkhin negttin Die Scbwingungs- 

Zeiten iür 'd*=;0 und ^«» — a werden bezüglich: . 



''=^/r !•''=/ y-"- 



Die Zeit einer vollständigen Schwingung 'ist also auch; 
hier das Doppelte dßr Zeit einer Schwingung vom Ai»fan|;s- 
punkte bis zum tiefsten Punkte. Natürlich werdea sieh alle diese 
Schwingungen wiederholen und ditas können wir auch ohne Mühe vermöge 
der gefundenen Bewegungsgkicfaungen nachinci^sen. 

Setzen wir fiSmlieh ..•■<. 

r^mf. •■■•■■" ■■'■'■■ ' 

wa r die Dauer einer vollständigen Schwingung und m eine beliebige po- 
sitfire ganze' Zahl bezeichnet, so wird ^' ' . . * ' 



• " A 



^i 



■('/?)= 



cos\ ^ y — l=co«m7r===jfa, 

und mithin '9'=+^a, d. h. das Pendel befindet sich nach jeder Zeit, die 
ein Mulüplum der Schwin^fungsdauer T ist , entweder in dem Punkte Ä 
oder in dem Punkte A*. 

Suchen wir noch den Ausdruck für die Qesehwindigkeit« Die Ge- 
schwindigkeit in der auf dem Radius vector senkrechten Richtung» d. h. 
hier die Tangentialgeschwindigkeit v, ist nach den Entwickelungen der .vor- 
hergehenden Vorlesung unter Nr. 3) 

dt 
und wird daher zufolge des obigen Werthes der Winkelgeschwindigkeit 

SetaEen wir hier t^m-TU --n^mT, so wird »=0 gefunden^ d.h. 

4er Punkt bat in den Lagen A und i' gar keine Geschwindigkeit. SetBon 
wir dagegen 



t 



7-T' 



odCir aiigemeiner 



t — {2m + \) 



/r n 



WO m wieder eine gaivze positive Zahl bezeichnet, so wird, wenn wir von 
dem Vorzeichen absehen, wie es statthaft ist, da wir die ^Geschwindig- 
keiten als absolute Zahlenausdrücke betrachten können, 

der Ausdruck lAf die tin tiefsten Punkte erlangte Geschwiifdigkeit. Die- 
ses Resultat lässt ^eichTalh eine einßtche geometrische Deutung zu. Näm- 
lich wir haben 

B» ±S:f(l — CO« tt), 

oder, wenn wir für cosa die nahezu gleiche Grösse l-^|ct^ ehlfttr^> 

.2 

T 

Wenn wir uns nuik gber ieiiken » datM iti dbeer 4inie BD ioä D 
lii. 5 



^»^^r. 
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aus frei zu fallen anfingt, so ist die Geschwindigkeit, welche er nach dem 
Falle bis zu B herab erlangt hat, 

Also erlangt der Körper während seiner Bewegung bis zum tiefsten 
Punkte gaoz dieselbe Geschwindigkeit, welche er erlangt hätte, wenn er 
die Höhe des zugehörigen Bogens frei durchfallen hätte. 

Berücksichtigt man noch, dass der Ausdruck für die Schwingungsdauer 
unabhängig von a ist, so sieht man, dass man für unendliche kleine 
Schwingungswinkel mit yollkommener Genauigkeit und für sehr kleine we- 
nigstens mit annähernder Genauigkeit folgendes Gesetz hinstellen kann: 
Das Pendel macht eine unbestimmte Anzahl von gleichen 
und isochronen Oscillationen. 

Um den Fehler, der in dieser Aussage des Isochronismus für Winkel von 
zwar geringer, aber doch endlicher Grösse liegt, zu schätzen und respective 
mit ausreichender Genauigkeit zu verbessern, ist es gut die Näherung 
noch weiter zu treiben, dadurch dass man die Tierten Potenz^ m dea 
Reihenentwickelungen für cos & und cos a noch mit nimmt. Dadurch g0bi 
unser Integral in folgendes über: 



dt 









+**' 



12 

oder, da nach dem binomischen Lehrsätze 

1 



/ 



1 _."*+*' 



= l + A(o» + **) + 



12 
ist, mit ausreichender Genauigkeit 

V i^\Va»-^« "^ V«*— ^* / 
Indem wir jetzt nach den gewöhnlichen Methoden integriren und die 
Constante durch die zusammengehörigen Werthe ^=0 und 9'^=^ct, bestim- 
men, bekommen wir 

und für '^=:3— a folgt hieraus die Schwingungsdauer 



ii 
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Obgleich man in der Anwendung immer Sorge trägt, dass das Pen* 
del nur sehr kleine Schwingungen macht, so ist es doch gut die conver- 
girende Reihe zu kennen, durch welche man die Dauer der Oscillation 
ausdrucken kann, welches auch die Amplitude oder Schwingungsweite sein 
mag. Zu dem Zwecke ist es klar, dass wir von der Gleichung 

^^__ .^T" d^ 

V ^9 ^eotd- — co$a 
und entwickeln die linke Seite nach solchen Grössen, die wegen ihrer 
Abhüngigkeit yon •9' und a sehr klein ist. Wir setzen 

1 — c08'9' = s, l^cosa=a, 
also 

so erhalten wir ' 

Setzen wir hier ffir 

^=(l-4x)-l 

die eatsprecheade Reibenentwickelungj so folgt 

Dadurch ist das Problem auf die Entwickelnng einer Reihe Ton In- 
tegralen zorftckgeffibrt , welche unter der allgemeinen Form 



ß 



^ ax — a?* 
stehen. Nun hat man bekanntlich die allgemeine Formel 

^ 4^—x^ n ^ 2n ^Vaa?-jr« 

und da man diese Integrale, um die halbe Schwingungsdauer zu erhalten, 
zwischen den Grenzen 

5* 



zn nehmen hat, so wird 

P" je* das 2«— 1 /^"x«-« ^ 
# . ~ ^ "'" t^ — ö *# ■ (ijr« 

f Jax — x^ *» f^^ax-x^ 

Der Abkürzung halber wollen wir für den Augenblick ein solches 
Integral zwischen den Grenzen und a mit A^*^ bezeichnen« so hat man 
die Relation: 

2n 
Nehmen wir nun bei der Integration unserer Differentialgleichung 
l^^gen des auf der rechten Seite vorstehenden — die Integrationsgrenzen 
in umgekehrter Ordnung, nämlich in der Ordnung von bis a, statt in 
der Ordnung von a bisO, welches die eigentlichen den Werthen '9'=a^0 
entsprechenden Werthe des Elementes x sind, so folgt 

oder, da durch Specialisirung unserer allgemeinen Reduktionsformel die 
speciellen Formeln 

* 2.4 

4(» = |ai(«) = -^a»i(«) 



• « • • 



hervorgehen, 

Was i(^ anbetrifft, so ist 



i(0) 



{'-^) 



= aecco«(l--) \gjZ^ 

=3 ^ — taenr 



- m ^ 

und die SubfttUution diese« Wertbes ergiel^t 

(^0M Reihe coay^rgir^ f4r kleine a^ woraus sieh wieder kh^e 4 er^* 
bell , sehr giu und reduort sipb , wenn mea sieb auf die beiden ersdw 
Qlieder i ^9 wie apf das erste Glied der ReibepentwickeluBg 

« = ro — 1 COM + 



1,^ L2.3.4 ^ 1.2.3.4.5.6 
beschränkt, auf die schon früher gefundene Forme! 



• • • • * 



r=^y^j (i + A«'). 



2) Die Pefidelbewegung im widerstehenden Mittel. 

Wir haben bis jetzt die Pendelschwingungen unter der Voraussetzung 
untersucht, dass sie im luftleeren Räume vor sich gehen. Man hat sich 
früher soviel wie möglif:li Mühe gegeben den Widereland der liuft x« 
vermindern und selbst die Luftpumpe zu diesem Zwecke benutzt. Später 
ist man auf eine ganz andere Methode gekommen , die auch bei allen an- 
deren , namentlich astronoinisc!(ien Beobachtungen sich als äusserst brauch- 
bar bewährt hat; mßn gigg näpilich geradezu von der Voraussetzung aiiSy 
dass das Instrument Fehler hat und war nur bemüht vor seinem Ge^ 
brauche die Grösse der Fehler zu constatiren. Mithin nahm man die 
Bewegung des Pendels im widerstehenden Mittel v^r und suchte die Mo- 
difikatftoneo, die hierdurch in der Bewegung hervoiigerufen werden, zu 
erforsebeü« Dazu gehört natürlich die genaue Beobachtang des Barome-* 
Ms, TberiBometers ^ Hygrometers. Die Rucksichten, welche diese In- 
stramenle berbeiflihren» k^onea wir indessen hier nicht weiter entwickeln, 
weil uns das ip ein m weitläufiges Detail hineinbrachte, und wir begnüg 
gen uns einfach die Abanderufig der Pendelbewegung zu untersuchen, 
welche aus der Annahme eines widerstehenden Mittels sich analytisch er- 
geben. 

Dieser Widerstand ist natürlich gegen den Sinn der Bewegung ge- 
richtet und erfolgt mithin in der Richtung der Tangente. Die Kraft, 
welche die Bewegung in dieser Richtung l^ervorbringt, und welche durch 

dh 
den Ausdruck -j^ gemessen wird, is| dfinigemiss die Resultante aus der 
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Schwerkraft und dem Luftwiderstände, Von der Schwerkraft kommt na-« 
iörlich nur die Taogentialcomponente , deren Ausdruck 

gcosPMN^giinS' 
ist, zur Wirkung; denn ihre andere nach der Richtung des Radius vector 
DM wirkende Coroponente wird durch den Widerstand des Yertikalkrei- 
ses , entlang' dessen Peripherie die Bewegung erfolgen muss , aufgehoben. 
Bezeichnen wir daher die Intensität des Luftwiderstandes mit Y, so wird, 
weil derselbe dem Sinne der Bewegung entgegenwirkt, 

lieber die Kraft V kann man verschiedene Hypothesen machen. Nehmen 
wir sie als geradezu d^ Geschwindigkeit proportional an, so (cdgt 

wo -T- der Ausdruck für die Geschwindigkeit und k ein erfahrungsmSssig 

zu bestinmiender constänter Coefficient ist. Hierdurch wird 

<**« .äff* 

dt^ * t dt 

Die Grösse s ist hier der Bogen BM und mithin gleich r (a — ^), so 

dass wir 

dt^ k* dt r 
erhalten. Diese Differentialgleichung lässt sich in endlidier Weis« ver- 
möge der gewöhnlichen fundamentalen Funktionen nicht integriren, und 
um ein Resultat zu erhalten, machen wir wiederum die Annahme sehr 
kleiner &, so dass wir für stn^ ohne merklichen Fdiler den zugehöri- 
gen Bogein 'S- einfahren können. Dieses vorausgesetzt wird 

dt* ^ k dt ^ r 
Setzen wir, um die Interpretation zu bewerkstelligen, 

d» _ 

dt ~ *• 
mithin 

d ^ 
d^ dld9__ d% 

dt*" d9 dt ""*S? 
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SO geht unsere Differentialgleichung zweiter Ordnung in die folgende Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung über: 

Setzt man noch 

so ergiebt sich 

(, + l..+ l..)^ + .(X+i.)*.=o. 
Diesw Gleichung geschieht Genüge , wenn man gleichzeitig die GIeichun|;en 

hat, aus deren letzterer 

folgt. Dadurch bekommen wir an8 unserer Gleichung ^ 3= sm odei 
*=-jr' ^ beiden partikularen W«r(h6 



dt r 

d9 



V 4** j 
dt _!__fr^ r ~''1.~2*^V 4F 7/ 

und die Integration dieser beiden Differentialgleichungen giebt sofort, wenn 
wir unter ci und e% irgend welche Constanten verstehen : 



wober 



^=2<^« . 
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und dieses sind 2 partikulare Lösungen unserer ursprftngUchen DifTeren* 
üalgleicbung zweiter Ordnung. Da dieselben ihr einzeln Genüge leisten, so 
muss ihr auch deren Summe Genjkge leisten upd wir erhalten daher 

und da diese Gleichung 2 Constante enthält, so ist sie die geauc^t^ all- 
gemeine Lösung. Bevor wir zur Bestimmung der Constanten übergehen, 
schreiben wir sie uns, wie folgt, um: 

wo der Kürze wegen 

i = v^ 

gesetzt ist. Wir werden die Berechtigung haben » so zu schreiben , sobald 
wir wissen, dass 

jr<4fc* 
ist. Dies wird in der That lür die speciellen Zahlenwerthe, welcfi^ die 
Constanten g, r und k erfahrungsmässig haben, 4?r Fall sein un^» selbst 
wenn dies nicht statt hätte, so könnte man immerhin so schreiben und 
nachher zusehen, ob wir das Resultat in angemessener Gestalt erhalten. 
Führt man nun unter Anwendung der Formeln 



ix 



e =co«jr + tmjr, 






für die Exponentiaigrössen in der Klammer trigonometrische Funklibnen 
ein, so kommt unser Integi*al auf die form 

*=«'"^jd, ÄöfjyiyS ) + d,fin(yty^^ )|, 
wo df und d^ zwei neue gleichfalls willkürliche Constante bezeichneii Md 



/■ 



Diese beiden Coni^tanten müssen wir ui|s bestimmen. Für ^=0 ist 

^=:a und mithin 

dt =a. 
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Um die zweite Clonstante zu erhalten, herecbnen wir uns die Winkelge- 

ja, 

scbwindigkeit -^ und bekommen 



_2L 



^i ) + «J,«-*(y</ 



Ja, 

Wen^ wir ^ ^ Q ß^Um i so wir4 *^ ^ 0, wejl wir dia Afifftng^escbwün'r 

digkett in der tlichtüng der Tangirenden gleich aün^famen wd mati 
erhält: 



yf 



Durch Substitution dieser Werthe folgt: 



*=«« 



^^{"'{^yf^W^Mxyf 



und den* Werlh för ^ wird 

9* r — / — 9 



\TV^(yt y \ ^^ cosjy^y 



flf« 



A4 '^y-^ -[^yß]\ 

oder, da das Ghed mit cot herausgeht und man 
hat, 

■ 

Fär die wirklich statt findende Geschwindigkeit v auf dier iTatigönte köäinii 
nun: 

^9« . _ . 
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und diese wird 0, sobald yt.fZ. eia Vielfaches von n ist, d.h. für 

M 9 _ 

. mn fr 
Indem wir m=sl setzen, erhalten wir die Zeit einer ganzen Schwingung 

y \ 9 

welches Resultat indessen nur in der Voraussetzung gilt^ dass}/ eine reelle 
Grösse ist. Dies trifft ffir den Fall sehr kleiner Amplituden immer zu 
und ergiebt sieh dann / als nur äusserst wenig von der Einheit ver- 
schieden. Hieraus kann man das Resultat ziehen, dass« wenn man 
den Luftwiderstand als proportional mit der Geschwindig- 
keit annimmt, die Pendelschwingungen im luftleeren Räu- 
me nahezu ebenso wie in der atmosphärischen Luft Tor 
sich gehen. 

Sobald die Schwingungsweiten ein wenig beträchtlicher sind, muss 
man eine andere Hypothese über den Widerstand des Mittels machen. 
Nehmen wir ihn als mit dem Quadrate der Geschwindigkeit im geraden 
Verhältnisse zunehmend an, so wird die Differentialgleichung der Dewe- 

*^™* d \^ 



dU 



oder 



d}9 



*i-"»-U'ih»- 



Setsen wir wieder 



d» , d»* d* 

-^=«.aIso^^,^, 



SO transformirt sich dieselbe in 

oder, wenn man noch 

zd»=:dgf also «^^%g 

einführt, in 
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Der integrabel machende Faktor ist hier eine Funktion von 9. Bezeich- 
nen wir ihn augenblkklidi mit u, so hat man in folgender Regel seine 
Bestimmung 

also - 24. ^ 

r 

Wenn wir damit unsere Gleichung multipliziren , so geht sie über in 
^**"* / o \ 2jr. 

Das Integra) dieser üleichung ist 

wo ü eine gewisse Funktion yon d' allejn bezeidinet. Setzt man das 
Differential dieses Ausdruckes gleich der linken Seite unserer Gleichung, 
so resultirt ohne Mühe die Bestimmungsgleichung für ü 

so dass unser [ntegraU wenn wir der Kürze halber 

2ar 

setzen und C eine Constante bezeichnet, 

wird. Nun hat man •".,.• 

/ $iH&e ~ '** d&= — m»e ~ '**—/* /eot»e~ ''*rf*, 

und durdi Einsetzung der letzten Gleichung in die ^erste 
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folgt Setzen wir diesen Ausdruo|( (in und zugleidi für y seinen Werlh 
-^ = i I — 1 . so kommt 



\4t / r * 1 +m' 



oder auch 






'^»^ + »(^ «^ 



Zur Bestimmung der Constanten haben wir die xiisaitinQDgdiörigep Weplfae 
/asO, i> = a, r-57 und also auch -^^0, daher 






und nun wird 



(f)=¥ 



cos 



» + fiim4t — (eo8a + fisina) e^(^-«) 



1 + i^» 
Aus dieser Gleichung ist es nur durch mechanische Quadraturen möglich 

eine Relation zwischen & und t zu erhalten. Wenn aber die OsciÜatio- 
nen sehr klein sind, so kann man den Ausdruck nach aufsteigenden Po- 
tenzen von a entwickeln und dadurch zweckmässige Näherungsformeln er- 
halten. Da S" sich auf reduciren muss, wenn ae=0 ist« so kann man 
setzen : 

wo ^1, ^21 ^s> Funktionen von & und mithin 9wcb vm t, .ibff^ 

unabhängig von a sind« Es wird also 






Setzen wir diese Worthe in difi GUMbtmg 
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ein und beschränken uns b^ der Entwjckehing blos auf die ersten iund 
zweiten Potenzen von a, «o wird 

Hier ist a eine solche Grösse , die bei verschiedeneu Pendeln verschieden 
sein kann, wenn auch mit der Beschräakang, das» es imnier eimin klen 
nen Elongationswinkel bezeichnet. Da mithin a willkürlich ist, so kann 
der vorstehenden Gleichung nicht anders genfigt werden, als indem die 
Koefficienten a und a^ einzeln für sich verschwinden und so entstehen 
die beiden folgenden gleichzeitigeff DitftrMtialglrichungen : 






+-r**=o 






Bei der Integration dieser Gleichungen brauchen wir die speciellen Zah- 
lenwerthe von ^| und 9^, s#wf« von derea ersten Bifferentialquoiienten für 
irgend einen bestimmten Zeitpunkt, etwa für ^»0. Bei r»0 wird^^p^« 
und mu$s also -91 = 1; ^jsO, ^g=iO sein u.s.w., weil nur so unsere 
Reibe für ^~a auf a reducirt^ Ferner wird unter derselben Yohmis- 

I a 

Mizmig ^ :teO, alst^ ^ ttrOisir ^>.tt^~,,.. Bringe» ww mm«i6 
dt at at dt . 

erste Gleichung auf die Form 



so folgt 



und für r=:0 



"'J^'^f +H^"^-«' 



(f f+7^''^^**'''- 



r 



also, indem wir die letzte Gleichung von d^ar vorhergehenden abziehen, 
miUifn, wenn itir die Quadratwwml auf berden Seiten «fud^HAieli vetA 



T$ - 



/: 



?-*=:- 



d»^ 



r Vi— *i' 

Integriren wir Dodimals^ so folgt 

t ••/ -^ = arc. coS'd't + Comt. 

oder, da die Constaate gleich gefundeo wird, 

t -y/ iL = arc, cosd'f , 



wober 






dies in die zweite Differentialgleichung eingesetzt giebt eine Gleichung zur 
Bestimmung des ^,, nämlich 



^ + f^a=iMf«n«(^^f) 



Um diese Gleichung zu integriren, wendet man die Lagrangesche Theorie 
der Constanten an , die ja überall erfolgreich ist, wenn die eine Seite ffir 
sich genommen integrirbar ist und auf der anderen Seite eine Funktion 
dier unabhängig Veränderlichen ist. Man bestimmt sich also zunächst das 
allgemeine Integral der Differentialgleichung 



dl^ 



als welches man 



und daraus 



(f)"+fV=c^ 



i 

r 



fiadet oder auch, indem man £ipoBentia4griiB8en einfährt, 

wo C| und C^ zwei willkürliche Constante bezeichnen. Diese Constanten 
^^en sich nun dergestalt :als Funktionen von t bestiqomen, dass der 
Ausdruck für '^yi^r vorgelegten Differentialgleichung Genüge leii^et. Zy 
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dem Zwecke bilden wir uns noch -, * und -pr^ um sie, ebenso wie^^ 

dt ** 

in die genannte Differentialgleichung einzusetzen und dadurch die Relation 

za erhalten, welche zwischen C| und C^ besteben nrass. Da dies aber 

zwei CoBstaote oder vielmehr Funktionen vpn t sind und dodi nur eine 

Bedingungsgleichung auf diese Weise erhalten wird, sa können wir uns 

noch eine zweite beliebig wählen. Zunächst ist nun 



und unsere beliebige Bediogungsgleicbnng wollen wir so wählen, dass die 
beiden letzten Terme zusammengenommen verschwinden , also 

wird. Dadurch bekommen wir 



e 



«V4- « -»»^4 rfr. /r "^^ 



• * V »• . 

Indem wir nun diese Ausdrüdce in unsere Differentialgleichang einsetzen, 
bekommen wir nach einigen einfachen Reduktionen: 



i *•/? dC^ -«>/-f 



dCi 

ST' — Ä « 



^=-4^/^.n'(./f). 



und diese Gleichung zusammen mit der obigen willkürlich gewählten Be- 
dingungsgleichung reicht zur Bestimmung der Constahten C| und Cr als 
Funktionen von t aus. Die Addition und Subtraktion der beiden Be- 
cBngungsgleicbungen giebt nach einer leichten Rechnung: 

■ 



■.^^i.Jlr'^.. '(•/,].. 



dC, 



Fähren wir, um 4ie In(«graü«n diet«r DJIeraiftMlgleicbtMgen ao be«ei4- 
aUüifs/m, BUtt <l«s Sinus Eipontniialgrteaen ein, Temöge dar F«raiei 

tc —Ol tia »Star 

«•***=( ^rj — =4 — 

80 eriuUen wir zunücbst 

Um (7j zu finden haben wir nur n&thig hier -^ i ^ i zu setzen und da- 
durch wird 

C, = iie '' +2. ^' -4e ^'+P, 

gefanden, wo D, ebensa wl# J)| eine wiUkflrli^e Constiüte bezeichnet. 
Unser Ausdruck für d'^ geht in Folge der für C| und Ci gefundenen 
Werthe über in 



TS 






+ 

oder, wenn man trigonometrische Funktionen an Stell« der Exponential- 
funktiotieA setzt und lASt Bg und Bi zwti neue W^llkürliäie.CirirSUnte be- 
zeichnet: 




+ 'Ba"* 
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Um die Constanten zu bestimmen, bilde man sich noch 

und nun findet man wegen der zusammeiigeliörigen Werthe 

/ = 0, ^, = 0,^ = 

< 

nach einer leichten Rechnung 
$onacb bekommen wir 

*.=l|i-»».(Vf)+*""(''/f)!- 

Setzen wir endlich die gefundenen Werthe yon &g und ^t in .die GleiohUiig 
.eint ^0 erhuHen wir i^chlie^slii^h 

.und für die Gescbwindigl^eit 

d» 

dt 
folgt daraus 

SdiMibt 'bmo in diesem Ausdradce Ar atN I 2^ t/ -^ i seüen Wcrlh 



• t / 



**(^/f )«* 



2««'(f/|)-(Vf)' 



SO geht die Gleichung 

«oiclie im Eiüde. jader SdüWMgung statt hat, in iolgende über! 

'-f +f-(V^)!''"(Vi)=»-. ■ 

D9 äkr* Winkel a Ae\a ktein isir so kann sich der erste Sektor niehl ail- 
HuIHceiti nitliin; muss sieb der zwieiüe Faktor anbidüneii; welches so oft 
III. 6 



eintritt, als /|/ — ein Vielfaches von n ist; mitbin ist der Zeitraum, 

welcher zwischen zwei aureinander folgenden Geschwin4i|keiten :« ver- 
fliesst, oder die Dauer einer ganzen Schwingung durch die Gleichung 



oder 



bestimmt. Das ist aber gan^ dieMlbe Sdiwingongsdauer, welche wir schon 
früher erhalten haben, wo wir den Widerstand 4es MiCielB nodli iikAt 
in Rechnung gebracht hatten. Mithin ist der Widerstand des Mediums, 
der dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional ist, auf die Dauer 
oiner gsnsien Schwingung ohne Einflass. 

3) Die Bewegung aaTder Cyctovde (siehe Fig.XXXXV.). 

Wenn OA und OC zwei halbe Cycloidenbogim fiilld', Rr WeMie Of 
der Durchmesser des Erxeugungskreises ist, und es ist in ä ein Pendel 
mit einem biegsamen Faden von der Länge MO = Wf aufgehimgen, wel- 
ches sich Ton diesen Bögen abwickelte, so b^cbreiftt Aar fi&dj|Minkl B 
dieses Pendels die Cycloide ABCixaA zwar, indem wir den tiefsten Punkt 
mit B bezeichnen, wird durch die Abwickelung des Fadens auf OC die 
halbe Cycloide BC und durch die Abwickelung auf AO die halbe Cycloide 
AB b^sGÜriebeft. fferBeiFeis ist S4^r einfaeb: o^^nbar isi iia duch den 
Endpunkt des abgemckelten Fadens beschriebene Curve die Evolvente der 
beidtB. gegdbenen Cyclmden ^ «fe vnk oaliiiiGh als in dem Pwkt)a> O* (M- 
ander berührend annehmen, und mithin selber wieder eine Cycloide, da 
ja eine bekannte geometrische Eigenaclvift der Cycloide ^darin besteht, zu 
ihren Evolventen wieder eine Cycloide 2ü habeti. 

Wir gehen wieder von der Gleichung 

d . ü' = 2X(b«+ 2Ydy + 2Zds 
aus , welche dbelisowohl dije fireie«, wie die ubfreie BiewegKtkg nvuk ma- 
teriellen Punktes umfasst. 

Nehmen wir die Vert&ale Oh zur Ate der x , ABC alil in der Ver- 
läaidMaQ ufallalltii und den tieftten Pttikt Ji aiu An&Dg^nmkt aki , to 
ist). w«m wir V««; Widagstaü fc defi Luft abslraUnm^ die SdMreiimity die 



=• w = 

in der Richtung der x wfrkt, die einzige beschleunigende Kraft und wir 
erhalten mithin an Stelle def vorhergehenden Gleichung 

oder yidmehr, wenn wir auf A^n Sinft de/k* B^lfguni^ HflAsicht ttisbnMk, 
und mitbin das Increment ix negati? setzen 

IKftraM cD^Bt 4idi 

ttx ^(i<bnMill(f d^# Coil^sfartite«^ n^bmeh wir ah, däss dM Aiiftiig^i)- 
MiMndi^jkeil M t^littkte « gl^itA V itei. »littft folgt, w«n«i wir die AU- 
ifdtfifre' fÜ dteMU PliilM^s gMfdi X tfebi^n, C^Mt^^iü M^ ttlilhilk dSs 
Quadrat der Geschwindigkeit! 1^ itfg^M einen Gu^retfpttMt, ditsMi AbsMsife 
£P gleich X ist, 

t,«=%(Ä^— jr). 
FMli ist, da dfa» IteW^gtiAg ton 9 üa«lr Jf die tM 9 Aus! gef^hii^t^ 
llog«tfHh%ett yeitleitti^f, 

it 



und nach einer bekannten Eigensdiaft der Cydoide, wenn man den Ra- 
diu» ibrai ErMigulqpkMises,^ aAlnNd» BF, mit • boMicbäefe, 

s'83!4iauv. 
Aus diesen drei Gleichungen folgt 

oder nadi einer leichten Reduktion : 



woher 



V ö v*a? — o:* 

= Con«/ + ar« . CO* I . -T- — ll. . 

Itt* ifestMinMIl^ 4^t CiomfMim hft ttlMi di« feuMllltaMM^irtiM^ fTMud 
f^9 «M «Miftik», «ki4 «itf^tr hm «ler Uidk ttimÜbt ^ ttaitfnli fclgt 



/?- 



H — 

2x—h 



are.cos. 



k 

Wenn (' die Zeit bezeichnet, wekhe der KOrper gebraucht, um bis 
nach B m kommen, wo s^^O ist, so wird 



'"" /a- 



Da dieser Werth unabhängig von A ist, so folgt, das^ d^r Punkt, v#n 
wo er auf der Cycloide auch zu fallen anfange, immer io 
dersell^en Zeit den tiefsten Punkt B erreichen wird* Die 
Cydoide ist .daher eine taute eh rone Curve und beiläufig gesagt, ist sie 
die einzige jCurve» welche im luftleeren Räume diese Eigenschaft besitzt. 
Für die Dauer einer ganzen Schwingung fo^t 



-v^- 



d. h« sie ist gaip dieselbe , wie unter 4er Voraus^f tzung sehr )LleinjBr 
Schwingungswinkel, bei einem einfachen Kreispepjdel yon der Uiige 2f. 
Dieses Kreispendel würde aber offenbar in den dem tiefsten Punkte ent- 
sprechenden Krummungskreis hineinfallen, dessen Radius 

BOm^ia 
ist, und das ist auch ganz in der. Ordnung, da jede Cunre und mitbin 
auch die Cycloide in der Nähe des Berührungspunktes mit ihrem Krüm- 
mungskreise identisch ist. 

Drückt man sich die Geschwindigkeit als eine Funktion i aus, so hat 
man zunächst nach einer leichten Reduktion 






und dieser Werth von h — o; in den obigen Ausdruck für v'^ eingesetzt, 
giebt 



v^=yl2ghsin(tyf±j 



Setzt man hier für I ein beliebiges Vielfoches von T, so annuUirt sich t;, 
und da dem NuUwertbe von v immer piiie Lage des^Punk^ns auf dfr Ha[- 
rizontalen BD' entspricht, so folgt, dass iM P^el eine unvi^üfibt A^- 



— 8^ — 

zahl von isochronen und gleich grosBeh Schwingungen macht« Die Ge- 
schwindigkeit im tiefsten Punkte ist 

d, h. dieselbe , als wenn der Körper frei duYch die Höhe A gefallen wäre. 

Die Zeit, welche ein Körper braucht, um den Cycloidenbogen BD zu 
durchlaufen , ist auch noch unabhängig von der Länge dieses Bogens, wenn 
die Bewegung im widerstehenden Mittel gesc|iieht und der Widerstand 
proportional der Geschwindigkeit angenommen wird. In der That, es sei 

I 

diese Kraft -|&» so wird die Gleichung der Bewegung 

w — ** + »"' 

is 
Yfo g j- die nach der Tangeitfe gerichtete Composante der Schwerkraft 

M^iebnet und' negativ gesetzt ist, weil sie die Bogen BM zaverkleifieni 
strebt. Nun hat man 

^ i j» , dx 8 



und dttrcb SübstiUitiöik dieser Werthe in die vorfaergdiende Gleicbiuig 
entsteht 

Diese Differentialgleichung hat g^nz dieselbe Form, wie die Differential- 

gleichu&g 

welche bei dem einfachen Krei^pendel unter derselben Anna^ime rück- 
sichtlich des widerstehenden Mittels galt, wie hier. Wir bekommen mit- 
hin ein ähnliches Integral * 

WO ii| und ds die ConMaiMen der Integration bezeichnen und 



ds 
ist. Bildet man sich noch den Ausdruck -3— und setzt den Bogen 

at 



I 



S9 



• mf 



80 entsprechen sich die Werthe 

g 

und .i^an findet für die Constanten 

so dass unsiBr allgepeineß Integral jetzt folgende Gestalt erhält: 

Soll nun der Bogen gleich Ossein, d.h. das Pandel sich in B befinden» 
so ist die Bedingungsgleichunj Kr die dazu nitl^ige Zeit 



ta$ 



('y}fhh^''.Wh'h»- 



wtftiu f «ich AendKf nnaUiäM^g fw n hntmmif 4. k, uwibhAMK vpm 

dem Bogen, durch welchen der Körper gefallen ist. 

Untersuchen wir jetzt den Einfli^ss 4®s Widerstandes, welchen das 
Medium der Bewegung entgegensetzt, unter der Annahme« dass er pro- 
IMrtlonal den Qu^trate der Geschwindigkeit sei. 0k ßtäAan% Jer ■•» 
wegung ist alsdann 

oder wenn man für v seinen Werth — -r- setzt und für -r wieder ^- setzt 

ät dt im 

d? Ä\ari/ ■^'s-"' 

Um diese Gleichung zu integriren, nehme man 
an, so folgt 



dl 4f dl" dl "" d« dl 

woher 

dh 1 du 



1 • 
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vmd uMMre GMchMg gabt in die foigeiide flb«r 

• a 

wdche Ml «oUtUndiget lategral wird, wenn «an rie mit dem Faktor 






multiplicirt Demgemiss briDgen wir unsere Differentialgleichung auf die 
Form 

* 2flr * fl * 

a dii'^*^li< dl*f«^<a d««:i 

und etlialten nun da die beiden ersten Glieder das rollständige Differen- 
tial 4s« Ansdciickea 

tt< 
sind, als ihre Integralgleichung 

ve -(-£. /ta dimm Conti 



oder, wenn man die angedeutete Integration ausführt, da man 

at^ a 2ff a 2i7iy 



a 2^ a 2^ 



2a 4d^ 



hat. 



-S.« -Ä, -Ü, 

Führt man hier für u seinen Werth (-41 ein und bestimmt die Con- 



m- 



staute durch die beiden zusammengehörigen Anfangswerthe usO und as a, 
so findet man 

/ il« V &< lel 

4(ij0f ^2a 4a|f 
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Hieraus kann man sich / al$ Fuqklion vaa s eqtunck^, aber, wie -mwn? 
sieht, nur vermöge mechanischer Quadraturen. Um jedoch eine Verglei- 
chung mit dem Falle anzustellen, in welchem der Widerstand des Me- 
diums keine Berücksiditiguog fand, woUen wir, indem wir er «bd $ ab/ 
nicht sehr beträchtliche Bogenlängen annehmen, uns eine Näherungsfor- 
mel entwickeln. Zu dem Zwecke setzen wir für die Exponentialgrösse 
die ersten Glieder ihrer Reihenentwickelung, nämlich: 

"" ■" ^ fc 1 "^ Ä* 1.2 Jk« 1.2.3 

und erhalten durch diese Substitution folgenden Näheruogswerth für v'^, 

in weldißm alle Glieder^ die in Bezug auf a» s, -r (nämlich k ist inamec. 

zufolge der Erfahrung eine sehr grosse Zahl) von der 4ten D^imefföion;' 
sind, ausgelassen und ausserdem die gehörigen Hebungen vorgenommen ßind : 

Dieser Ausdruck ist unabhängig von k, welches erst in die folgenden, aber 
wegen ihres geringen W^thes vernachlässigten Glieder hineinkommen 
würde: folglich muss er mit demjenigen übereinstimmen, welcher sich, 
wenn der Widerstand vernachlässigt wird, früher ergeben hat. In der 
That war letzterer 

v*=2jf(*— i») 
und gebt in Folge der Relationen 

a*=4aA, 8^ = iax 
in den angezeigten Ausdruck über. Also auch bei dem cydoidischen Pen- 
del kann man für unbeträchtliche Schwingungsweiten den Widerstand der. 
Luft vernachlässigen« in ähnlicher Weise wie bei dem gewöhnlichen Pen- 
del und man könnte dies auch leicht und in analoger Weise, wie bei 
letzterem, durch eine direkte Herleilung der Näherungsformel für die 
Di^uer einer gi^nzeii Scbwii^gung nachweisen. . i. ! 

8. 24. 
Bewegung der Wurfgeschosse. (Fig. XXXXVI.) 

1) Wenn ein materieller schwerer Punkt Von aus unter dem Win- 
kel AOB = a mit einer gewissen Geschwindigkeit a in die Höhe geworfen 
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wird und wir zunächst den Widerstand der LuM^ unberücksichtigt lassen, 
so wird nur die Schwere g auf ihn wirken. Zu einer gewissen Zeit t sei 
der Punkt in M, so werden die Gleichungen der Bewegung, da g nur in' 
der Richtung der Axe der jf wirkt Und offenbar kein Grund vorhanden 
ist , weshalb der Körper aus ^ der Yertikalebene der FAxe mit der Rieh- 
tung der Anfangsgeschwiadigkeit heraustreten sollte: 

dißren rntegralion sofort 

ix "'^"^ 

— = c, , a5=c,t + Ci, 

ergiebt.' Da bei r=0 

■ < 

dt dt 

ist, so folgt nach gehöriger Bestimmung der Constanten 

s^atco^a, 
ffz=at&ma — ijfl^ 
Wenn man aus diesen Gleichungen t eliminirt und 

a=i^2gh 
setzt, d.h. darunter die Geschwindigkeit versteht, welche ein Körper in 
Folge des freien Falles durch die Höhe h erlangt, so erhält man 

' ^ 4Ä cos ar 

• * 

als Gleichung der Curve, welche der geworfene Körper beschi^eibt. Diese' 
Gleichung gehört der ApoUonisch'en Parabel an und kann leiclit auf die* 
gewöhnliche Form gebracht werden, indem man 

x==2h8inaeo8a — S 
setzt. Dadurch geht sie nämlich in 

P=:4Acosa'f7 

. . • •> < • , ' .•. ^ ;-••»•' " 

Aber. — Um den höchsten Punkt der Parabel zu erhalten , leiten wir 

dy , 
uns aus der gefundenen Gleichung den Werth von -^ i|eji^'.nf«i|i(Glr 
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ick fikicb 0, M> bekfumtii wir (tcL Fk. XXJTYI) 



.1 



4* 
und die Ordinate y dea dieser Abscisae ento|irecliendeQ Parab^lp wkte» wird 



Der Curvenpunkt, dem diese Coordinatenwerihe an|ebAr0Q« ist der böcbat^ 
Punkt der Cunre, wie man daraus sieht, dass für ibp der Werth des 



Differentialquotienten — ^^ negativ wird. Der Punkt C 1^ demgemiss der 

Scheitelpunkt der Parabel. Aus der umgeformten Gleicbung in § und ij, 
(Br weiche Coordinaten der Sdieitelpunkt C der Anfavi^pupkt iM» erkennt 
man sogleich, dass der Körper im Puqkte C ebensoweit von dem End- 
punkte B seines Falles entfernt ist, als von seinem Ausgangspunkte 0, 
mit anderen Worten» dass der auisteigeode Bogen dem absteigenden 
Bogen Yollkommen congruent ist Daher ist die ganze Wurfweite 

OB=:2-jinaeoi«aB— «i»2a. 
9 9 

Der Körper wird so lange in die Böhe steigen, bis seine Geschwindigkeit 
die Schwerkraft noch überwiegt und es wird d^her einmal ein Zeitpunkt 
eintreten, wo die Anfangsgeschwindigkeit durch die fortdauernde Wirkung 
der Schwerkraft ganz aufgehoben ist und der Körper demzufolge zu fallen 
beginnt Offenbar wird die^ in dem Momente geschehen, wo der Körper 
4ie grösatft Böhe » d« h< den Scheitelpunkt der Parabel erreicht bat Cm 
die^e Resultite analytiscb herzuleiten , geben wir auf die Ausdrücke für 
die beiden Composanten der Tangentia|ge9chwindigkeit zurück i nSmUcb 

2-=amer — |f. 

Ol 

Aus dem letztem ist klar, dass. die Schwere die Wirkung d^r ihr ent- 
gegengesetzt gerichteten Geschwindigkeit vollständig aufgehoben haben wird 
nach Terlatf der Zeit 
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9 
da« jist ab^ gerade der MQPl^tt in welchem der Körper si<;h in dem 

Scheitelpunkte C befindet. Bilden wir uns nun den Ausdruck für die 

Tangentialgeachwindigkeit v, so wird 

es» V(acoja)* + (^*fiia— pl)*=:V«*— 2a0««i« + ^*<* 
und dieselbe wird offenbar, zweiipal denWerth a erreichen, einmal, wenn 

♦=0 
ist, d.h. SU Anfange der Bewegung, und dann, wenn 

T^ 
ist, d. h. wie man leicht berechnen kann, wenn der Körper sicli in dem 

Punkte 

ysO, «=— «fii2a 
9 

befindet. Der Körper kommt btexnaeh beim freien Fall in 
der Luftleere in der Horizontalen, Ton welcher er ausge- 
gangen war, mff der Anfan'gsgesehwindtgketi wieder an. 

2) In der Praxis ist der Widerstand def hxtl #ehr weseptjid) , weü 
die Geschwindigkeit M den Wurfgeschossen sehr gross ist und bekannt- 
lich der Widerstand der Luft mjyt Jeili Quadrate der Geschwindigkeit 
wächst Sei die Gesdiwindigkeit v, so lässt er sich durch die Formel 

darstellen, wo m eine erfahrungsmässig zu bestimmende Proportionalzahl 
ist. Die Composanten dieser Kraft , die als in der Richtung der Tangente 

« 

angreifend mit den Axen der % und y soltbe Winkel oinschKessl, deren 

Cosinus -r nnd «^ sind, sind in den bezeichneten Axen 
di dl 

und wir bekommen daher, da- wir beid% als dem Sinne der Bewegung 
entgegengesetzt negativ zu nehmen babeni. 
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Aus den beiden Gleichungen haben wir x und y als Funktionen von l zu 
beslimmen. alsdann das l herauszueliminiren und so eine Relation zwischen 
a und y allein herzustellen» welche dife Gleichung der gesuchten Tra- 

V « 

iektorie ist. 

Setzen wir für « seinen Ausdruck 

" " 55«— 55—' 

SO folgt zunächst aus der ersten Gleichung 

d'o? dsdx 



Setzen wir hier 



so wird 



^1— f^didi' 



dx 
dl 



d^x <is^dzdf 



und unsere Gleichung kann nach SubstitQtiQn dieser beiden Werthe mit 

d^ 

-r- dividirt werden. Dadurch bekommen wir 
dk 



s=~^JP, 



ds 
di 
woher 

lg% = C<m$i — gms. 

Zur Bestimmung der Constanten bemeriien wir, dass der Kdrper die. 
AqEangsgeschwindigkeit a^ta in d^r Richtung der x besitzt und dass 
mithin dem Werthe «=:0 der Werth % = acoia entspricht; folglich wird 



oder 






dx ' "^i?"^. 

ji=-r-=aco«ä« 

Wii'. 



1' > 



»■ ■ • 



Hiemach wird» wenn wir ' / 

dy 



4P ':^ 



setzen, 



- w - 

^Af 4$ d$ du d$ dy dt "9^ 

ds d$ dl d$ di dt '^ dt ' 

und endlich 

dhf d(^J dp -9«» d$ -9"" 

Setzen wir diese Werthe in unsere zweite Differentialgleicbupg. def , Be- 
wegung ein, so geht ^dieselbe . in die folgende über: 

dp -fl»» ds "^^m d9 ""9^ 

aeosa j-$ * — apgmeo$aj-e =5 — ^ — apgmeosaj-e 

oder einfacher» da sich die letzten Glieder auf beiden Seiten aufheben 

e 
aeosa 

Wir müssen jetzt noch eine Relation zwischen p, «• i suchen. Wir 
haben aber 



dp=z i— e dl. 



(tumtf 



und setzen wir hier für ~ und -r ^i^ <^ben gefundeMD Wevihe» $ib wiM 

dt dt 

di\» . . -*«"• 






woher 



acosae i^^J' 

Dies in die obige Differentialgleichung für dp eingesetzt, giebt 

g *9»»» ds 

Wir müssen ntinlich aas Zeichen -^ ?or der Quadratwurzel darum nehmen, 
weil mit der Zeit auch der Bogen wächst und darum di und ds in dem 
Ausdrucke für dt von gleichem Zeichen sein müssen. Die letzte Gleichung 
auf die Form: 

. a ' ' ••j»* 

l+p*dp = — -T-V « ^ 

gebracht, kann nach ^dfn {[ewöbnlichef llethodeii integrirt werden und giebt 




w r+? + ^ (p + V m») — sw *!= -^-i^i^;- 

För den Anfangspunkl ha( man i=30, iT^Hf^ uad iniQiih durch Ein- 

aetiong dieser Werthe 

tk^a . . 1 + iiwtt -^^ 
eora eota 

t^rtttAge dieser Cteiclnmt^ folgt 

und für die derartig bestimmte Constaitite der Integration ist 

Multipliciren wir ferner die beitfeti Gleichungen 

odfi coi ae***^^Ä Älr, 
dp — giw 

mit einander, um die Abscisse x als t^^unktion der Hülfsgrösse p auszu- 
drioken« i» bowM* 

o*co«*#it""*^'*" !%> = — ^do» 
und setzen wir hier itn ^erth tut e'^'^^^dn^ so folgt 

Aß 
QWidx s= •— - — • 

Jetzt folgt, wenn wir bedeiikn, dass 

st» sogleich 

t^ 



^dy=-^-^-'-^ 



i •: . 



2c-pVi +p*— '^(» + VT+p*) 

I . • ■ i '. . 

Endlieh können wir der Rjdation zwischen 4i und. dl» die wir oben, ge- 
funden< haben i die Form 

gdi^ — dpaea ae ""'"^ 
geben, Termöge welchep crheUti dass wir 

yV«dl= — 



^^^ j:^^^ jj^,^^ ^ ^ f:^ 



— »» — 

iMleii. VmnllMit dteser 8 6l«lchKti|(«« iM tAttt iweh inisclNiBiMb^ O^Mh 
dfitMPMi im Sunde, sieb belieWf mh M^tttmgeMtign W«rtlre wd 
y, oß, I, j» zu berechnen und diese allerdings überaus weitsdiidif^e Reeh- 
nung Torausgesetzt, die TrajekUrie &€b durch Punkte zu construiren« 
Die AescbwiodigMit übfigMi» kann man sieb in endlicher Fom als eine 
Funktion yon p darstellen. Näoilich aunäcbet^ für die Compoaante» in 
den Axenrichtungen folgt ohne Wettere» 

dff 1^ 1 



— </ m säs 



V 



nnd hieDaas^ da mao bekaBoUich ffir die TaagelitialgeBctaiMdigkeit 

^""ä"" dl 
bat, 

Ih d^r Differetittalqüotietit j^ sich Ar p±^0 attnüH&t nnd der Site 

Differentialquotient für eben diesen Werth sieh auf die negative Gr^^sve 

— ^ reducirt, ist in dem belfeüglichen Punkte ein Maximum der y und für 

diesen Punkt, welcher den Scheitelpunkt der Gurre bildet, ist mitbin die 
Tangente der Axe der x parallel.. In Uebereinstimmung hiermit findet man 

d» I 

d< V2Cm 
während sich die Composante in der Richtung der y, wie es sein mu^, 
annuUirt. 

Betrachten wir jetzt den Verlauf der Gurre näher, so ist zunächst 
klar, dass wir die auf dx bezügUchen Differentialgleichungen zwischen 
tUe. Greoxen 

pap:+00 wd p~— oa 
4Mr«clieni ki5oiMi. Denn des Atudmcki 



— m — 

ym — 00 bU ^u +00 zunebmeo« wie die BeimcbUing seines PülireB- 
üalTerhAttoisses 

seigt^ weMies swisehen 4en genannten Grentweriben ron p sein Zbicben 
nicht weebseit. Daher entspricht allen zwischen 

p= + 00 nnd p:= — 00 
liegenden Werthen des p ein reeller Werth des x. Suchen wir die Be- 
Stimmung dieiier Wfrtho für die beid^ GretUtflle, so kann man unter 
der Voraussetzung sehr grosser p ohne merklichen Fehler die Ausdrücke 

2C und —lg'f + 4X+P^) g«gcn den Aasdrudt — pVl+p'=+P-P ▼«>•- 
nachläSMgen imd erUilt dann sowohl für positive wie für negative p» an 
Stelle der früheren Differentialgleietiung 



aus deren Integration 



gmaxBs, — =, 
P 



^=<^-i 



folgt. Bestimmen wir die Coi^stante dadurch» dass wir annehmen, dass 

I 1 • • • 

einem gewissen sehr grossen, aber noch endlichen Werthe von +p' die 
Abscisse x^ der Trajektorie entspreche, so wird 

1 

^^ gmx* = ConstJp -^ 

und durch Subtraktion dieser Gleichung von der vorigen 

14.1 1' 

^P . P 
Lassen wir hier p geradezu ins Unendliche wachsen, so annullirt sich 



i i 



V 

" und es folgt nahezu 

P 



1 ' 



d.h. X nähert sich einem gewissen endlichen Zahlenwerthe , wenn'p ins 

< • 

Unendliche wächst. DemgemSss . giebt es 2 Curvenpnnkte , für welche p 

ins Unendliche wächst, d. b. die BerübrungMioie der<As»t dbn y parallel 

,lifdu. Der, Wei;tfa dei[ Abs^is^e dts Ber^b^upyspuiik^es^ ft|lt «s^^p^ Ait 
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der Abscisse zusammen , die einem beliebigen , nur sebr gross angenom- 
menen Wertbe vom p entspricht: daraus kann man scbon schliessen, dass 
die beiden genannten Tangenten Assymptoten an die Curve sein müssen 
und es fällt auch nicht schwer, den direkten Nachweis zu führen, dass 
die Ordinate y des Berührungspunktes unendlich gross ist, welches be- 
kanntlich durch die Natur der Assymptote bedingt sein würde. Nämlich 
der Ausdruck für gmdy giebt für den Fall sehr grosser p 

dp 

P 
also 

gmy^Comt+lgp 

und wenn hier p unendlich gross angenommen wird, so wird es auch y, 

wie wir schon Torhin bemerkt haben. Was die zugehörige Zeit anlangt, 

wird im Fall positiver unendlich grosser p die Zeit 

1=00. V—i 

und im Falle negativeir p 

|=a+00. 

Die Deutung dieser Resultate ist leicht« Die Curve hat vom Schei- 
telpunkte aus gesehen 2vertikale Assymptoten, von denen 
die eine auf derjenigen Seite liegt, von wo die Kugel ab- 
geschossen wurde, die andere auf derjenigen, wo sie zur 
Erde niederfällt. Da zufolge der Annahme der Kugel im Ausgangs- 
punkte eine plötzliche Anfangsgeschwindigkeit mitgetheilt worden ist, so 
ist dieselbe nicht durch die Bewegung der Kugel in dem unter den^ 
Ausgangspunkte befindlichen Theile der Trajektorie zu Stande gekommen 
und das drückt die Analysis durch die imaginären ( aus. 

Suchen wir uns nun die Geschwindigkeit zu bestimmen, welche dem 
Werthe 

p=a — 00 

enisprichi, ^o finden wir 



dl ' dl ^fa' 



V 



mithin folgt, daijs^die Bewegung des Körpers auf dem nied'er- 
steigenden Zweige d'erTrajektorie sich mehr und mehr der 
gleichförmigen vertikalen Bewegung nähert. 

m. 7 



^ 



J.25. 
Von der Bewegung der f^Ianeten. 

1) Die Gesetze der planetariscben Bewegung sind zuerst von Kepler 
aufgestellt worden und sprechen sich, wie foljgt» aus: 

1» Die Planeten bewegen sieh in ebenen Gurven und 
ihre Radii vectores beschreiben um den Mittelpunkt der 
Sonne Flächenräume, welche der Zeit proportional sind. 

2. Die Planetenbahnon »ind Illipsen, in deren einem 
Brennpunkte die Sonne steht 

3. Die Quadrate der Umlaufszeiten derPlaneten um die 
Sonne verhalten sich wie die Guben der grossen Aien 
ihrer Bahnen. 

Diese 3 Gesetze sind von Kepler aus der Beobachtung a^eleitet 
worden. Newton war der erste, der aus ihnen die Natur der Kraft ab- 
leitete, welche auf die Planeten wirken muss, damit sie eine solche Bahn 
erhalten, und eben dieses wollen wir zunächst auch thun. 

Wenn in Fig, XXXXVII. der Brennpunkt der Babnellipse eines Pla- 
neten in Ö fällt, in welchem Punkte wir also die Sonne mit ihrer ganzen 
Masse wirkend denken müssen, so ist B das Perihelium des Planetep 
und ii das Aphelium. Zur Zeit l, welche vom Perihel ab gezählt wird, 
sei der Planet in jtf : so ist die Lage des Punktes M durch die Polar* 
coordinaten 

ifO=rr und MOi — 9 

4 . ■ fi • ' ...» 

bestimmt. Der Winkel d- beis&( die wahre Anomalie. Der in der 
2eit dl beschriebene Sektor ist ^r^dd' und mithin wird nach dem ersten 
Keglerschen Gesetze: 

wo e eine Gonstante ist, die der doppelten in der Zeiteinheit beschrie- 
benen Fläche gleich ist. Daher wird et die doppelte in <fi^ßr l^eliel^igen 
Zeit I beschriebene Fläche seip, also 

Nun sei ferner der andere Brennpunkt der EUipse Q' und. Ü^U^r^ so 
folgt, wenn die grosse Axe mit 2a bezeichnet wird, . , 



I I 
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und^ wenn e das Verbältniss der Eiceirtri^UüL lur grossen Axe AB be- 
zeichnet, 

Nach einem bekannten Satze der Trigonometrie ist nun 

und, wenn man hier für r* seinen Werlh 2«i-^r fiiMtlti s^ ergiflbt aM^ 
nach einer IdchUD Entwicklung die Polargleichiwg der Ellipse: 

a(l — e*) 

1 + ecos'S'' 

Bezeichnen wir mit T die ganz« Umlaufszeit der Planeten, so wird 
die Grösse 

w — — 

den Winkel bezeichnen, HvelclieH der Badivs vector unter der Voraussetzung 
einer vollkommen gleichförmigen BeweguBg ia 4ev ZeiUAnbmt bMckfreibcn 
wörde , oder den zu diesem Wkikei gehörigen Bogen , der um C mit AB 
als Durchmesser beschriebeB ist Dieaef Winkel H hmai dit fip^rfa» 6«* 
schwindigkeit des Planeten und di« Gtfdsse »1 , d. b. der auf * dem Kreise 
hti dsestr fingjarten BmiNsgiüig in der Zeit, i bteadmefceM Bogen» hmast 
die mittlere Aewogung d«8 Planeten. Der U»l<rsqbi«d fl9iMb«D 
dieser Bewegung und der wirklicheB, nimlich die Grösi|e 

*— in 
wird die Gleichung des Mittelpunktes genannt. — Für die 

Erde ist 

r= 365,256374, n = Q»59«8*». 

Die Cons(AQte c jf^t das Doppelte der in der Zeiteinheit beschrie- 
benen Fläche und dies« letztere ist gleich dem ganzen Flächeninhalt der 
Ellipse dividirt durch 7. DiMr.FUcbeniiihaU ist bekanntlich 

ahTtt 
wo der Ausdruck 5 die Ideine Äxe bezeichnet; mithin ist 

.un4 4er FJäcbeniffbaU ^lub 



a«ÄVl~e 



% 



Hiernach ist die in der ZeileiidMftt |>#sdiliebfM Fläche ^ und 



7 



• 
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2ahifjr^ 1 /i s 

c = ^ =a*nVl— •*• 

Die obige Differentialgleichung zwischen dd' und dl wird vermöge dieses 
Werthes von c 

Nun giebt die Gleichung der Ellipse 

a(l — e^)— r aa-e«)~r 

re n 

woher 

r^a^e^ — (r — a)* 
Folglich geht die vorige Differentialgleichung über in 

rdr 
Vtt*?— (r— a)* 
Um diese Gletchnng eu integriren, setae man 

(l)r SS a(l — «co«tt)y 
so folgt nach einigen leichten TraasformatioBm 

iidläs(l. — eeotu)du 
und heraus durch Integration, da sich die Constante wegen der zosan> 
mengehö^igen Werthe i^O und u^ gleichfalls anmdlirt, 

Die Grösse u heisst die excentrische Anomalie. Macht man 

so wird wegen des Werthes r in « 

i ^ a(l — e*) — r cot« — 

• ^zsarccof iscsarcco«-= 

re 1 — eeosu 

1 — e--(l + e)s» 

= are . co« i , ,, . — --s, 

' 1 — Ä+ (l + «)s^ 

woher 

Drücken wir cos^ durch ly^ti nun aus und entwickeln alsdann ig ^'9' als 
Funktion von x und setzen in dem resultirend^n Ausdrud[e wieder tgjiu 
an die Stelle von x, so erhalten wir die wichtige Gleichung 



m^k» 



/ 1 + *^i 
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Die 3 Gleichungen 



(l)r =a(l — $coiu)^ 
(2)nl =ti — esinu 

rckben mr Beetknaimig aller DeU der Bewegung TOibtändig ans.. Indem 
man aus (1) und (3) verm&ge der Gleichung (2) die excentrische Ano- 
malie u henmselimüiirt, erhfllt man die Polarcoordinaten r und & als 
Fenktionen der Zeit aoagedrückt Dieses setzt indessen die AiifMsimg 
der transscendenten Gleichung (2) nach u voraus, welches bios vermöge 
der Entwickelnng von u in eine cenvergente Reihe als Funktion ' ven f 
geleistet werden kann« Za diesem Zwecke bemerken wir, dass fftr den 
FaU der planetarischeA Bewegmig diese Reiben sehr stark cönvergiren, 
wenn man sie nach e ordnet; denn die Excentridtät ist immer eine selir 
kleine Grösse , z. B. Tör den Mars , wo sie am grössten ist > noch nicht 
^ und f&r die Erde nur 

e=:0,§16853l6=s^. 

Die Aiifipbei die wnr uns jetat. geteilt haben, ist unfer.'dem Naltett des 
Keplerschen Problemes bekannt, weil dieser grosse Astronom der 
erste war, der sich mit ihr beschäftigt hat. 

Die EntwickeluDg von u als Funktion von l. geschieht nach der La« 
grangeschen Formel. Nach derselben ist, wenn 9) und tp beliebige 
Funktionen vorstellen und die Gleichung , ... 

gegeben und ^' (a) = ^ ^ ist, 

dHV^Hg)y(a)») x^ , 

■*■ d»a 1.2.3"*" 

In unserem- speciellen Falle haben wir . 

y±su, nicssa, a?=«, y(y) = nntt, ^(y)sstp(u), 

und die Lagrangesche Formel giebt , 
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V>(t») = VM +jtf>* (nt)sinnt + j[^ ^^ ^^^^ ^ 

+ T^ dW — ^"** 



Zunächst werden wir hier di^ Annahme tlf(u)^u zu machen haben und 
dadurch eine convergente Reihe Erhalten, welche für jeden Augenblick 
die «nceiiiriscbe ABomalfte beatiaimt. Akriano ist ami teidsA im StanAe, 
y^n^^Sß {1} wi (3) die zugehörigen r und «9* im beredae^. iMfesna 
•S iflt feut> ai»(ßb die usmiU#lb«ren IUih0B6«iwidMiwigfen von r und ^ 
OMh M tvL besitoeo* Um die eratere zn «rkalteiif wiifd aiin itkh om« 
bore^hueo Md milbiiiV/(ff)7^€aiu aetzca) wb 4ia 2te tutrhalteii, wände 
mm i^<ti)«9if^ii setzen kimien> wir wurdet «bar aUatid Doicr dal» 
DiSerflBHtiidMicbeB d i fl P(atenzeA der trigAnotte4risch«n Tan- 
g-eult jHifcoiaQW« iiilddar«ül iat «s besser« «ich dw^ ihiMii Integration 
dier DiffereAtwigleicbtiiig 

oder 

n foereihven iibd Mier sieh -^ als eitto unendHehe Mihto zu fiäliirlekelii. 

r* 
Wir werden dies erreichen, indem wir 

^(tt)as'rg«5 ;u '' » ' II " i ' A ' 
^ r^ (I — «co«u)' 

setzen. Demgemäss haben wir für unsere Function tp folgende 3 An- 
nahmen zu machen: 

^(u)ä«, coÄtt, (1 — ecosu) 
und erhalten dadurch 



e . . . c* dm'nl . e* d*nn*nl 



t.^«;fj«»nl + j-^-^j^ + j-p 



"1" • • • • 



1 ra d<nO l.?,3 d(nl)* 

<tn' nl 



d 



r* (1 — fC05?U)*. 1 (1 — «cp^ni)» *J[^ Ä(n((^ 

o _?__ (1 — ec o inQ' 

1.2.3 di^W"'^^^'*^^ 
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Führen wir die angezeigten DifferenUiiooen am, so ist es zu dem Zwecke 
angemessen, sich die Potenzen d^r AarJQ v^orkommenden trigonometrischen 
Funktionen durch solche Ausdrücke zu ersetzen, die iia«b den Smils oder 
Cosinus .der Vielfachen (virn ni ibi'tschreiten. Vm d^iese letzteren ;^u eTr 
halten, bemerken wir, dass 1)ekanntlicb 

cos^ni^X -^- /. • 

Die rechte Seite nach der Binomiairorme) entwickelt giebt im Zlhlen 



+1" -^-1:2-' + 






oder, wenn man ^ie Glieder (mit gleichen CoefBcienten zusammennimmt, 
im Falle ui^ierader m , wo die (Hieder^bl .gerade pat 

e + € +r\* +a 1+ 



m(m— l)....^/^2nl/"-|^-.2n«/'-l\ 

■^ 1.2.3:. ..^V ' / 



und im PaHe gerader m, wo die Oliederzahl ungeradi 
mittleres Glied existirt 

e + e 






i.2,8.....(|-i)\ ; 

Berücksichtigt man nun die Gleichung 

so lolgt für ungerade n: 

2 CO« ni = co«mn<+YCo«(fn — 2)ii<H — ^ ^ coi(m — 4)n< + 
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••(m— J)....2±» 



und im Falle genMler m * 



eosnt 



2 



1.2.8 (;_,y«»2«<+| rXiTTTs"^^' 

Gam ebenso, indem man von der Formel ' ' 

ausgeht, gel«^5t „,„ j» p^y, „^^^^^^ ^ ^^ ^^^ ^^^^^ 

«nd fir den PaU gerader m zu der Fomel "^ 



T f72~ ««(••— 4)««— 

Ans diese« 4 Formeln ergeben sich folgende Specialformeln: ' ' 
2«n«n< =— co«2«< + l 

8«m*ii<=: eos4nl~4,eos2nt + 3 
82«fti««< = _c<w6nr + 6c(M4n<- 16c(«2«< + 10 

•••••• . i 

8co**ii< = co*4fii + teos2nt + 3 
16co*«n< = co*8nl+5co«3n« + 10(j(«i,l . . 

32cM«n(=w6nl+6co54ii( + 15cM2iil+10 
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S^tst Bdan dieM Avidrflcke io die Formell für « uid ^m« ein and Ukri 
die Differentiationen aus, so ergiebt sieb «nmittelbar folgender Reihen- 
ausdruck : 

e e^ e^ i \ 

+ r:2X4:2»(*''»»*-'-*-2'«"2M) 

Eine ähnliche Reihe findet sich für cosu und setzen wir dieselbe in (1) 
ein, so entsteht: 

- = 1 — ecosnl — ,—sl 1 — cos2nl ] — , ' ^, i 3ro«8nl— 3co5fil J 
a ' l«2l / 1.2.2'( / 

— r-ft-4--r-«i (S'co» 5 nl — 5 . 3* coi 3 nl + 10 foi nl ) 
1 • 2 • 3 • 4 . 40^ \ / 



• • • • 



Die Formel für -^ dagegen macht mehr Schwierigkeiten. Um sie 

zu entwickeln, bemerken wir, dass nach dem binomischen Lehrsatze 

r-T- — ^ss 1 +2 ecoi fii + 3 e'co<^n|.+ 46* cot' nl + *«** 

— eeoint)^ 

und 

7i -\ = 1 + 3ecosnt + ße^cos^nl + 10e'c(w*n( + .... 

ist, und die Einsetzung dieser Reihenausdrucke in unseren Ausdruck für 

• • • • • 

-r gMbt, wenn wir alle Glieder VernacliNHirigen , die in höhere Potenzen 

als die Ste multiplidrt sind: 

\s= 1 + 2ace«nl + «'/ »?(M»nf— 2iin' «I V 

+e* I 4c#«*iil— OMn'nlcpiiil — . ■ i 

« 

" <(nl)' 7 ^ . r 



• I 
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■* «Äiim von mt. 80 fti4«c man 

^ e* / 

+ ^731 *03cm4ii« + 8cm2»(+9) 

"*■ 2«T8( l®''««*^'"— 7«4;oi3itf +l30cM «< ) 

+ 

Sub8lituirt tnan diesen Werft in die Gleichung: 

«nd setzt zugleich für^/Tp seine Reihenentwickelung; nämlich 
»0 erhält man bis auf die 5te Potenz »oq e genau '" 

^ gi /103coi4n(+ 8co«2iil + 9y 

, _^ /1097eo»5ii<— 75co«3n( + 130cMiUv 
■*■ 172*73 \ — 312foi3iM-r. 7gco«nl| 

+ ^ -^ 48<:MfM/ 

zieht und dann iotegrirt mit Rücksicht darauf, dass die ConsUinte d,r 
Integration sich annullirt: 

*=««+2«w«<+J.5rfh2»i+2-r3C18«*,8«l~8rt,«0 

■''2"r3:5l ^097m5nl-645m3n< + 60itnnl) 

Für die praktische Rechnung jst kj^^it die Aufgabe, Näherungsfor- 
meln aufzustellen, vermöge dvren map Wr jeden AugenbHck die Polar- 
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coordinaten r und & mil liinreiclMiiidfr Ceoauigkeil berechnen kann , zur 
Genüge gelöst; dagegen in Iheorelischer Beziehung kann man noth eine 
allgemeine Coefiicienlenbeslimmung in den Reihen für r und S- fordern. 

Um diese zu bekommen, bemerken wir» 4as8 zufolge der vorher- 
gehenden Eniwickelungen der Schluss berechtigt ist, da3S die bezeichneten 
Reihen Ton der Form 

rss^^ + AiCotnt+A%eo$2nt + AgCotinl + ...., +AkCotknt+ •••• 
und 

^ ^ nl = Sf f in ii< + I^«tii2iil + Bann3ii<... • + Bk sinkni + .... 
sind. Um nun die CoefBcienten zunächst der ersten Reihe zu bestimmen^ 
muUijplizire man ^ie mit dem Faktor 

eoßhM,d(nO 
und integrire sie zwischen den Grenzep ni=0 bis »Ivstt, so wird fedf^i 
Glied der rechten Seite die Form erhalten 

eoshnl^o$hni4{nt)p 



welche immer gleich wird, sobald h und k ver^diiedene Zahlen sind. 
Die^ft^ flttdet flberall startt, um* io dem Cpliedf inft Ah nicht; danü wird 
nämlich 

cof'Aii(d(fil)=|;r. 



Daher wird im Allgemeinen 



/ 



/ 



e 

und mithin wegen des Werl|iea, den dlßs lategnal rechts hat: 

2 C' 



Von dieser Bestimmung ist blos der CoeCßcient A^ ausgefiemmen , fllr 
welchen man leicht 



-^Z" 



r d {fit) 



e 
erhält. — Wenn man ebenso die Reibe für ^ ttit dem Faktor 
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iniAjild(flil) 



mulliplizirt, so wird 



2 C"" 





oder, indem man die theilweise Integralion anwendet und beachtet, dass 
^ — ni für beide Grenzen %%=^n und hIstt sich annuUirt, so kann man 
schreiben : 



2 C 

Ä=,— / co<Än(d(* — nO. 





Behufs wirklicher Berechnung von A\ und B% muss man zunächst in die 
gefundenen Ausdrücke die Werthe von r, mc und ^ durch «, aus den 
Gleichungen (I), (2), (3) einsetzen, wodurch man erhält, weil « = bei 
nl = und hstt bei fil=^, 

2a /"'' 

i^fc= / (1 — e CO« tt)'co< (All — Ae«ltitt)dtt, 



r 

*nr ^ \ / 1 — «co«i» 



und die Integration wird hier entweder vermflge mechanischer Quadra- 
turen ausgeführt oder indem man die Grössen unter dem Integralzeichen 
in unendliche Reihen entwickelt. 

Um die Bewegung dea Planeten vollständig zu kennen , müssen wir 
noch die Bestimmung seiner Geschwindigkeit für jeden Augenblick haben. 
Nun ist 



H.')'=(sr+"(fr' 



also , wenn wir für t: und für — die obea geftindenen Werthe substi- 



tiiiren, nämlicb 


< 


und 


dr na^a^e^ — (a — r)* 

dl r > 


- 


d» no"Vl — «« 
4t 7 r* • 



— 109 — 

wird ' 

oder, iodem wir für n seioen Werth — seUeu 

4^*a« /2a 



' = T^-(V-') 



2) In dem Bisherigen haben wir gar keine RAcksiobl geBomaiül »nf 
die Kraft, welche auf den K(k|ier einwirkt, dessen Bewegung nur aus 
dem durch die Beobachtung gegebenen Stücke bestimmt worda, .ohne auf 
die Principien der Dynamik zurückzugehen. Es handelt sich jetzt darum, 
diese Kraft ihrer Intensität und Richtung nach zu bestimmen. 

' Man kann zwar schon aus dem ersten Keplerschen Gesetze,, worauf 
die vorstehende Entwickelung basirt ist, verbunden mit dem früher ge- 
habten Satz, dass : wenn auf einen Körper eine Kraft wirkt, die bestaadig 
nach einem festen Centrum gerichtet ist, die vom Radius vector beschrie- 
benen Räume proportional der Zeit sind, unmittelbar schliessen, dass die 
hier gesuchte Kraft nach dem Mittelpunkte der Sonne gerichtet sein muM. 
Dennoch wird es nicht überflüssig sein, dieses hier noch synthetisch zu 
beweisen. 

Wenn M^JU in Ffg.XXXXVIH das Element der Trajektorie wäre, in 
der unendlich kleinen Zeit r beschrieben, dann würde der Körper, nadidem 
er in M aufgekommen ist und wenii hier die Kraft zu wirken aufhörte, 
in einer gleichen Zeit t sich vermöge der Trägheit durdv den Itaum 
Mm bewegen , so dass JUm = MM^ wäre. Nun aber hört die Wirkung der 
bewegenden Kraft nicht auf) vielmehr hat sie während des Momentes, in 
welchem der Punkt Mg in die Lage M überging, eine gewisse Geschwin- 
digkeit erzeugt, vermöge deren der -Punkt U in der 2eit t in die Lage 
h hineinbewegt wird« In der;. unendlich, kleinen Zeit t können wir nun 
die Bewegung so ansehen, als wenn sie sich aus den beiden Bewegungen 
Mk und Jim zusammensetzte; zufolge des Patallelofframmes der Kräfte 
kommt daher der Punkt M am Ende dieser Zeit ^io M, an und es ist 
mM^pf^Mk. Wenn nun C der Mittelpunkt ist^ um welchen der Radius 
vector CM gleiche Rtame in gleichen Zeiten besehreibt, so werden die 
in zwei auf einander folgenden gleichen ZeitmoiaMte« besebiideb«AeQ'firei-! 
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edce MCMf und M€M^ einander gleich sein ; da aber aach MCM^ ; m^ 
MCm einander gleich sind, so wird auch MCM^ ^ MCm sein, d. h. 
mM^-^CM. Da nun sow#ht CAf, wie auch die Kraftrichiung Mk parallel 
mJf^ ist» so ist dieses nicht anders möglich, als wenn die Rraftrichtung 
Mk in CM hineinfällt, d.h. die* bewegende Kraft ist nach dem Radius 
vector gerichtet. 

Wenn man nun alU in den früheren Entwickelungen angewandte Be- 
Mictan«Hi behält oiid (Fig. XXXXVU) 

Mtztf SO ^tnpd 

sein. Es sei Jl 4ie besehieuiiigende Kraft , die , wie wir eben gesehen 
haben , in der HMhtiing des Radift9 ^ectors wirkt , dannf werde» deren 
Seüeffkrafle naeh den Aten der w und y bez§giid^ 

r 
and 

r 

und di4) B#wafgungsgl^chungea gehen, wenn qiyn J^rMisichligjt » ilfss die 
beschleunigende Kraft <len Piudsi von der Tr^el^tqri^ weg Baeb dem fe^ido 
MUielpunkt hinzieht nnd daher die Coof dipaten zu verkleiferp» sUrek^ , in 
die folg«Qdw aber: 

■7-5- — — ^ A — f r-* — — IC -" • 

Multipliziren wir die erste dieser Gleichungen mit 2<^, 4i^ and^r^ mit 
2dy^ und addiren die Produkte zusammen» so folgt 

■ ■ • 

oder 

(jy^yr /.^ia 4^ 

— I + ( ^ J seinen Werth 31==«* und für ä* +y* 
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oder, wenn man T&r v* seine» Werlh 

4»»«« / 2a ^\ 

r» \r ; 

setzt und die Differentiation ausfahrt,. 

und hieraus folgt: 

und mithin für einift 6ei<^gting« die nach Keplers Gesetzen vor sich geht» 
folgt für die bewegende Kraft Folgendes: 

Die bewegende Kraft steht im amgekehrten Terbätt- 
nisse zumQuadrate des Radius vectory d;h. der Entfernung. 

Sei der Ausdruck dieser Kraft ffir die tlinheit der Entfernung ge- 
nommen fif so haben wir 

und ebenso erhalten wir für einen «ndertn Planeten 

', 47r>a'» 

Nun ist aber nach dem 3ten Keplerscben Gesetze 

also folgt 

oder in Worten: Die Kräfte R, weloka auf Terschiedeßen Pik" 
neten wirken, sind yollkommjsn gleich, sobald die Entfer- 
nungen es sind; mithin die Natur der bewegenden Kraft 
»Bt.tAr alle Pliali#tefL dioselb«^ 

. 8). Wir woitai aud diip iU[%ibe mnketmn «nd «mieliiiieti , daes^ auf 
einen Planeten eine Jbrafl irirkty mliAa bestM^tg nmUt einem festen MfM-- 
telpunkt gerichtet und dem^uadt'atö derEmfemung reciprok proportional 
ist. Man sucht hieraus die Bestimmung d^r 7rajektorie. 

Der Anfangspunkt der Coordinaten liege in dem festen Centrum, also 
in der JSonne: dann sind die' CosinUs doR Winkel, welche die Richtung 
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der Kraft mit den Coordinaten bildet, — - und — i^, und man hat. wenn 

mm die Intensität unserer Kraft mit m beveiehnet, die Gleichungen der 
Bewegung 

*«"" r«' 

dt« "^ r« • 
Multipliziren wir die erste mit 2dx, die zweite mit 2dy, addiren die 
Produkte susammen, und integriren, so folgt 

mfi h eine Constante bezeichnete oder da 



ist, 



-Hm^M^i 



v 



•f 



2m 

r 



Ferner ergiebt sich, wenn man unsere beiden Bewegungsgleichungen be- 
zöglich mit y und x mulliplizirt und dann von einander abzieht: 



d«y d«a? ^ 



Intcgratj 



1 1 ' 



4ff i» 

wo 4; eine sweit« Constante bezeiciwct. Unsen beUeilDifftminMc^^ 
t^B^ea der sweit#B Ordnung kAaiieB «Ute' jAzi eraMil ^«*dto durch 
die beideik Oi%?njki«|^ej«taB8Mi< d«r eMtm Ordom«: : 



> I it 



■•=(^;+ (?;=*=*' 



und 



..-. i . 5«! 
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Wir wollen dieselben in Polarcoordinaten umsetzen, so wird 

y^^rsmd', 9:=^ read', 

^ ti,dr . «^ 

und die Einsetzung dieser Wertbe giebt nach einigen Reduktionen: 






r' -T-sx*. 
dl 

Quadriren wir, um I zu eliminiren, die zweite und dividiren sie in die 
erste, so kommt 

dr» + r«dJ»» _ T + ^ 

und hieraus ergiebt sich durch Sonderung der Variabein: 

Jkdr 
d» = 



rV — ** + 2mr + Är** 
Geben wir der rechten Seite dieser Gleichung die Form 

so folgt sogleich, wenn wir mit (o eine Constante bezeichnen, durch 
Integration : 

m k 

'3' = are.co8 . =r- +cü, 
woher 



eos('9' — w) = 






Filr den Radius vector r findet sich hieraus: 

in. 8 



tu 



m 



^-^ h + '^cosi^-a») 



Es ist ersichtlich, dass diese Gleichung die Gleich^pg eines Kegelschnittes 
ist und dass wir nur desven Axe und sonstige B^tininaungsstücke fest- 
zustellen haben. Verglbidit man sie mit der gewöhnlichen Form der 
Gleichung der Kegetechoitte, nämlich mit der Gleichung 



so wird 


* 






a{l — e* 

l + eco»« 


woher 




+ 1; 


;a(l-e») = 



180«, 






und durch Umkehrung 



m 



h = , Ä*=:ma(l— e*). 



a 



Aus der obigen Gteidinng 



r 



folgt 

r 
und mithin wi?d Ji negativ, gleich 0, oder positiv werden, je nachdem 

r r r 

Nun ist je nach der Beschatfenheit des h 

e<^l, e = l, e>l 
und mithin unsere Trajektorie eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je 
nachdem die erste, die zweite oder die dritte der eben aufgestellten Un- 
gleichungen für v^ befriedigt wird. 
Gehen wir jetzt auf die Gleiqhung 

zurück und denken uns für t> 9^i\ißti Vf^etk 
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1 + ecosz 

«All de» eiitapfftfhand Tür k mmn Wer(b ^««(1-^^^) uod ffir d& 
seiaeii W«rih d| eiogod^Ut, st ergiebl sipb naiA ojney IqicitUeii Um- 
(offinung 

V •* (l + eco*j>'' 

Führen wir hier für z die excentrisch« Anomalie u ein, nfimlicb 



i9{^^y iz:r/^^^' 



so folgt nach verschiedenen Rechnungen 
und hieraus durdi Integration 




Hieraus kann man sich leicht die Umlaufszeit t berechnen. Bezeichnen 
wir nämlich die Zeit, ^ ff^id^f sipb * um 3fiQ^ geändert hat, mit l', 
so dass 

I' — l=r 
ist, so folgt 

I' — 1'=-i/ —(27t + u—e$inu), 
V m 

un4 inithin diirch Spbtraktion: 

Y tn 

Pi^^^ifibU^Ji;^ wir die Uplaufsz^it eines zweiten Planeten mit ir', so folg 



l/— .27r, 



und mithin 



^J:^M— ««i^'s^ 



4, 1^^ wir HPfflm^i) wi«44r apf das 4rU^ K€f>lersaUe Geßel« zifrück , nafl) 

8* 
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welchem die Quadrate der Umlaufszeiten sich wie die Guben der grossen 
Axen verhalten. ^ 

Mithin ist es ganz gleichgültig, ob man von den Keplersehen Gesetseo 
ausgeht und aus ihnen die Natur der treibenden Kraft, sowie der Be- 
wegung überhaupt sich herleitet, oder ob man eine Centralkraft annimmt, 
die dem Quadrate des Abstandes umgekehrt proportional ist, und unter 
dieser Voraussetzung die Bewegungsgesetze sucht.; in beiden Fällen kommt 
man schliesslich auf identische Resultate. 

Man könnte, um Rechnungsbeispiele zu erhalten, noch andere Hypo- 
thesen über die Natur der Centralkraft machen, z. B. man könnte sie dem 
Abstände direkt oder umgekehrt proportional, oder auch man könnte sie 
als im umgekehrten Verhältnisse des Cubus des Abstandes stehend an- 
nehmen}: aber wir wollen diese Details, rücksicbtiich deren man in Pols- 
sons Mechanik nachlesen kann, nicht weiter verfolgen und zu dem all- 
gemeinen Principe fortschreiten, welches die gesammte Dynamik umfasst 



sreante Torlefifnng^. 

Von der Bewegang der Körper. 

S. 26. 
D'Alemberts Princip. 

Bisher haben wir nur von der ideellen Bewegung eines massiven 
Punktes gehandelt, der in Wirklichkeit nicht existirt. Wir schreiten daher 
zur Bewegung eines solchen gystemes v^n schweren Punkten fort, welche 
einen ganzen Körper bilden. Sei deren Menge oder die Masse des Kör- 
pers m und nehmen wir an, dass die einzelnen Punkte als unter einander 
fest verbundene parallele Wege beschreiben. Wenn nun die dem Körper 
bezuglich jedes einzelnen Punktes mitgetheilte Geschwindigkeit v ist, so 
nennt man das Produkt mv die Quantität der Bewegung. 

Für die gleichförmige geradlinige Bewegung ist nun aus der Er- 
fahrung her die Annahme berechtigt, dass sich die bewegenden 
Kräfte bei gleichen Massen wie die Geschwindigkeiten und 
umgekehrt bei gleichen Geschwindigkeiten wie die Hassen 
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der sollicitirten Körper ▼erhalten. Beides zusammeDgenoniiDen 
giebt den Satz» dass die treibenden Kräfte sich wie die Pro- 
dakte aus Masse in Geschwindigkeit verhalten. Folglich 
ist die Quantität der Bewegung das Mass der treibenden 
Kraft, die einen Körper sollicitirt. Diese Bemerkung gilt zunächst nur 
für die gleichförmige geradlinige Bewegung. Aber, da zufolge der vor- 
hergehenden Erörterungen jede andere Bewegung schliesslich durch eine 
gleichförmige geradlinige Bewegung gemessen wird, so kann man ihm voll- 
kommen allgemeine Geltung beilege. Nämlich die momentanen Bewe«- 
gungen, welche von den unendlich kleinen Gescbwindigkeitsincrementen 
während eines unendlich kleinen Zeitelementes herrühren, können als 
gleichförmig und geradlinig betrachtet werden, und stellen zugleich das 
Mass der treibenden Kraft dar. 

Gesetzt nun, dass mehrere Körper mit einander fest verbunden sind 
und jeder einzelne von gewissen Kräften sollicitirt wird, so werden die 
Körper wegen der festen zwischen ihnen eintretenden Verbindung einen 
gegenseitigen Einfluss auf einander ausüben und das System von Körpern 
wird demzufolge eine andere Geschwindigkeit annehmen, als wenn es 
ganz frei wäre oder die von den soUicitirenden Kräften herrührende Ge- 
schwindigkeit wird durch den Widerstand der festen Verbindung abgeändei't. 

Sei also die Masse eines einzelnen Körpers wieder m und die Ge- 
schwindigkeit jedes Massentheilchens , welche von den unmittelbar an den 
JCörper selbst angebrachten Kräften herrührt und welche hesteht, abge- 
sehen von dem Einflüsse der festen Verbindung mit den übrigen Kör^ 
pern, zu irgend einer bestimmten Zeit l, wie gewöhnlich durch v aus- 
gedrückt) dagegen soll die zu derselben Zeit erlangte wirkliche Geschwin- 
digkeit, wobei die gegenseitige Einwirkung der Körper auf einander mit 
in Rechnung kommt, u* sein: dann werden die beiden Geschwindigkeiten 
u und V im Allgemeinen sowohl nach Grösse wie nach Richtung von ein- 
ander verschieden sein und man wird sich die Kraft, welche die Ge- 
schwindigkeit V erzeugt, in 2 Seitenkräfte zerlegen können, von denen 
die eine der wirklich erlangten Geschwindigkeit entspricht, und die andere 
eine gewisse, durch die Regel des Parallelogramms der Kräfte bestimm- 
bare Grösse p haben wird. Diese Seitenkraft p muss so beschaffen sein, 
dass sie durch die Wirkung der noch übrigen Kräfte und Körper voll- 
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mm^ Ve^iehm VfM^ Weil dönst U Ridit die wiHtliöh «HäHiftift 0^^- 
&(;hw{ndfgkeit seiH könnte. Aud dieieni OriindtS heisdt si^ die fferlot*^ft 
g^gattgtdilte Kraft. Ndch dieeeiD ftai^onn^tntgm «Tkalt^fi ¥fk> fOt* di^ eid- 
ielnen t^uttkle der übHgeit Körper die veHofeh gtB|gAh^0ile^ Ki'äiFt^ 1^ , 
Pii Piyi... und alte diese verloren gegattg^nefi Bis^ligilnigisli 
mfisseta in ihrer GesAmttibeit gleiten 9 selA edei" tiOt gegSH- 
äeitig da^ Gleidigewieht halten. Das ist D^AIeiHberii^ ber^hidt^S Prineip. 
Um dasselbe analytisch aussndröeken ) deiike man sl(ih die lünzelnen 
QüaüUtiteii der verloren gegangenen Bewegung nadi den 9 Aten zerlegt, sb 
wetzen sieh die ^eitenkrdfte in jed^r der B Aken ieudamm^naddireA.* Be- 
zeichnen Wir die Cobrdinaten ei^eS beliebigem Punktes im ersten Körper 
mit <t,y,M, so ist das Mass der Kraft, welche ihM zur 2eit l ieine vrirk* 

liehe Geschwindigkeit -j- in der Richtung der x mittheilen würde, der 

Differeblietqaotiedt -^ , dagegen die fteSUltiteMe d^r dUf ibtt Wfrkend<^ 

Kräfte, welche ihm die Geschwindigkeit v mitzutheilen streben, gleichfalls 
in der Richtung der x genommen nach der früheren Bezeichnungsweise 

die Kraft K, Um ist die Kraft 4t in *i^ Kraft K nnd in «ie verlMren 

Ol* 

gegabg^e Kraft «erlegt zu jlenken. ba alle 3 in der ftiditüAg Ab^reitt- 
sUftiibMi, M betien isie sieb durch Addition ubd Sbbträktiotk tuisatomen 
tind es Iblgt als Ausdrück für die Cömposänte der verloren gegangenen 
Kraft in d^r Axb der (t \lhd für den Punkt x, y, x 

ä^x ^ 
d?~^- 
Vm jedem anderen Punkte des Körpers m gik gans dasselbe taad 
^ Qtientatöt der vertoren gegan|;enen Beweganf; ist daher M der An 
der ^ in ihrer Gesammlbeit 



('^H- 



tianz in gleicher Weise findet man als die Quantität der in den beiden 
anderen Axenrichtungen verloren gegangenen Bewegung die Ausdrücke 



m 






f 
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und auch die übrigen Körp^ mit den SfsssMi tii|, mj, m|.«.. geben 
analoge Ausdröoke* 

Wir bekoDHneB dadurch in den 3 Axen eine Hen^e ton Kräften, 
welebe sich daä Gleiobgewicht hatten und können knHhin das Princip der 
Yh*tu^ei G^sehwindigkeit anwenden. Denken wir uhs mnfiehsC dem 
Körpier ni ein« gewisse utioAdlich kleine Bewegung mitgetbeiit , lo w^rdeti 
alle Punkte des Körpers einander parallele Wege beschreiben und die 
Wegerichtungen sich nach dell 3 Coordinatenaien zerlegen lassen. Indem 
daher die zugehörigen Coordinaten x, y, z um die unendlich kleinen Grössen 
dar, dy» dz sich ändern, werden diese Variationen die Projektionen der un- 
endlich kleinen Wege aaf den Richtungen der bewegenden Kräfte, d. h. 
auf den Axen der x,y,z srein und mithin nichts anderes, als dasjenige, 
was wir früher als die virtuellen Geschwindigkeiten bezeichneten. Diese 
haben wir mit den bewegenden , d.' h. hier den verloren gegangenen 
Kräaen, 2Wiscb^n denen GteichgeWieht besteht, tu muliiplteiren ttn^ er- 
halten dadurch M deti erst^ Körper die Produkte 

und analoge Produkte auch für die übrigen Körper. Alle diese Produkte 
müssen nach dem Principe der virtuellen Geschwindigkeit zusammenaddirt 
geben und es folgt 

2.(|:?-x)& + 2.(0-r)*+2.(^-z)*.o. 

Diese Gletctam^ tnüss l^tattBnden, von Welcher Natur die untöfidlith kteitib 
Verschiebung des Körpersystemes audi sein tnöge ukid ibithin Uh^btiähglg 
wti deh Versdiiedeneti Tariationen Äa?, dy, öt. Jedoch mu6S difese Vnt- 
Schiebung verträglich söfii üAx dem inneren Zusammehhange ded Syst^tns, 
fcliro *ate ^^nseitige Verhältnfes dfer Körper W, m^wi,,... ttiuSs dnver- 
ähdert bleibet! -^ und dieses heisst nichts anderes, als es wetlieü gewisse 
tt^ngirftgs^eichungen zwischen den >fi, m, ,%,... . öder Vidmeht zWi^dböh 
AefA CoördInMcn afc|/ i , 4^1,^1 i|, 4?„y„jr2,. •• stattflhden, welche WJ-, Wife 
tM^, därstetMtt Vi'ölten: 
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X=0, X, = 0, ZjtaO, 

wo die Terschiedenen L bestimmte, aber sonst willkürliche Funktionen 

zwischen den Coordinaten x^y,», op^iVa^t» ^^V^^H» bezeichnen. 

Diese Bedingungsgleichungen sollen beständig bestehen^ wie sich auch das 
System verröcke: sie müssen also auch noch bestehen, wenn wir sie 
bezüglich der darin vorkommenden Coordinaten variiren, wodurch wir 

•rr'dx + ---dy+-j-dz + j—dxf + = 

dx dy dx dxi 

dx dy dz dx^ 

dx dy ^ dz dx^ 



erhaben. Dies giebt uns gewisse Beziehnngsgleiciiungen zwischen den 
einzelnen Variationen dx^ dy» dz» Sxi..,.^ Indem wir nan die Gleichung, 
in welcher das Princip der virtuellen Geschwindigkeit sich ausspricht, hin- 
zunehmen, können wir eine Anzahl jener Variationen aus letzterer heraus- 
eliminiren. Die resultirende Gleichung wird entweder noch einige Varia- 
tionen enthalten oder sie werden alle aus ihr herausgegangen sein. Da nun 
die Gleichung stattfinden muss, unabhängig von den Werthen dieser übrig 
bleibenden Variationen, die mit der Natur des zwischen den Körpern 

* 

gesetzten Zusammenhanges nichts zu thun haben, so folgt, dass die Coef- 
ficienten der einzelnen Variationen, von denen sie abhängt, jeder für sich 
verschwinden muss. Dadurch werden wir eine Anzahl von Gleichungen 

erhalten, woraus wir die Grössen o?, y, z , o^i , t/i , jK| ,' zum Theil heraus- 

eliminiren können und am Ende eine Gleichung übrig behalten zwischen 
den 3 Coordinaten irgend eines unserer Körper m,ni|,m|.,..*, und der 
Zeit<, vermöge deren man die Zeit bestimmen kann» in welcher der 
betreffende Körper eine bestimmte Stelle einnin^mt. 

Dass man immer unter allein Umständen eine Gleichung zwischen 
solchen 4 Grössen erhält, lässt sich leicht übersehen. Offenbar hängt es 
von der Anzahl der vorhandepen Bedingui^sgleidiuifgen i^.ab, wie viele 
der Variationen dx u. s. w. man aus der obigen Gleichung de^ Gleich- 
gewichtes zwischen den verloren gegangenen Ges.chwindigkeitei| dinu- 
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oiren kdone. Oiese Anzahl kann sunächst gleich sein der Sfachen Aniabl 
der Körper weniger Eins, in welchem Falle die resullirende EUBMaUena- 
gleicbang nur eine der Variationen als Faktor enthalten wird. Indem wir 
diesen herausdiTidiren » bekommen wir mit den übrigen von vorn herein 
gegebenen Gleichungen die 3fache Anzahl von derjenigen, in welcher die 
Körper Torkoipmen, und zwar kommt in einer derselben die Grösse < 
vor. Mithin können wir die Coordinaten aller K/Örper bis auf einen 
herausdividiren und es resultiren 3 Gleichungen zwischen den Coordinaten 
des letzten übrig gebliebenen Körpers und der Zeit l, welche die Bewe- 
gung vollständig bestimmen. Mehr Bedingungsgleichungen dürfen aber 
nicht stattfinden, oder wenn solche bestehen, so ergeben sich noch 
gewisse Bedingungsgleichungen , welche erfüllt werden müssen, damit die 
Bewegung wirklich existiren könne. Dagegen können aber allerdings we- 
niger Belationen, als die oben angegebene Zahl anzeigt, existiren: für 
jede BedlBgunftgkidbttng weniger wird eine Variation mehr in der Glei- 
.bbMg zwischen den verloren gegangenen Bewegungen bleiben, und indem 
deren Coefßcient sich annullirt, schliesslich dennoch die zur Beiitimmung 
der Bewegung erforderliche Anzahl von Gleichungen herauskommen. 

§.27. 
Beispiele der körperlichen Bewegung. 

1) Nehmen wir zunächst ein ganz einfaches Beispiel und denken uns 
Fig. LI über 2 freie Punkte A und B, die parallel mit der Axe der 
y liegen, einen Faden ganz lecker darüber rollend und abstrahiren zu- 
nächst von der Beibung, dem Widerslande der Rolle u.8. w. In dem 
einen Endpunkte hänge ein Gewicht m\ in dem anderen ein Gewicht m. 
Wenn nun die Länge des Fadens gleich / gegeben ist» soll die Zeit ge- 
funden werden, zu welcher das Gewicht m sich an einem bestimmten 
Orte befindet. 

Die bewegende Kraft ist hier offenbar die Schwere und wenn wir 
die Richtung der Vertikalen zur Richtung der x nehmen, so wird die 
Gleichung zwischen den verloren gegangenen Kräften: 



in 



(5? —9y^+^'\^—9 <J^'=o, 
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WO t die Abscifise des Gewiditesm nnd dt* die Ab^cisse des Getriehtes iH* 
beieidMiet. Denn offenbar dfirfen wir die auf die Coordinaten y und « 
bezl^ichien Glieder yernachldssigen , dh die einzige mit den Bedingungen 
4ti Systems yertrlglidie Bewegung diejenige längs der Vertftalen herauf 
und bemiiter ist und mithn ;die Votiationen d^, dt u. s. w. sich annul- 
liren. Nun ist die Länge des Fadens gegeben und daher in Folge der 
BeEeichttling in unserer Figur 

oder 

also 

<Jit + da?*t=0, 

Eü^tainiben mt jttzl mit flflife dieser Gleichungen aw «nserer alligellieitaeti 
Glciohling die Gi^össe «* und dividiren die res«ltin;nde Gleiohung dvrch 
ifo> 80 koiamt 

(« + f»*) -j- — (m — mO^=0. 

Das erste Integral dieser Gleichung ist 

Die Seil sol angefangen werden zu zaUen, Wenn m »ich in A befindet, 
und es werde noch die Annahme gemacht, dass der Körper ohne alle 
Anfangsgesebwindigiieit bloss durch die Kt*aft der Schwere falle, eo hat 
m^n idie entsprechenden Werthe 

<c=0, j^ = 0, »=p, 

und die Gonsianie bestimmt sich duidi die Glekfaung 

— (m — m*)2^+Con«l=50, 
«nd uasere btegralgleichuttg wird daher 

(m+ w«) / ^ j*— (m- m») 2^ (oj — p) = 6, 
also 



tai 



t i'Const^2 



l 



ii /«• — 



A — p 



und wegen der zusammengehörigen Werthe 1=0 und a;=p wird sieb diis 
Constante annulliren, so dass das vollständige Integral unserer Differen- 
tialgleichung 2ter Ordnung jetzt 

wird. Die Umkelirung dieser Gleichung ergiebt noch 



ap = 



-. f <* + i». 



m + m^ 

2) Eine Rolle an der Walze. 

Um die Rolle in Fi^« Ll[ geht ein Stil; der Durchmesser der- 
selben sei AB und an den Endpunkten des darüber geschlungenen Fadens 
mögen wieder die Gewichte m und m^ wirken. Wir nehmen Aß zur Axe 
der F und den MittelpMkt C zum ArtAAgspHnktö fechtwinkliger Coordi- 
naten. Hierbei konamt nun in Rechnung: das Gewicht des Seiles, der 
Rolle, der Welle, die Reibung des Seiles auf der Rolle und die Reibung 
des Seiles in den Zapfenlagen. Das Seil wird geradezu die Hälfte der 
Rolle umspannen, so dass wir, wenn der Radius der Rolle gleich r ist, 
die Bedingungsgleichung 

erhalten. Wir denken uns nun dem Systeme eine gewisse Bewegung mit- 
getheilt: es werden sich alsdann x und x^ um die Grössi^n dx und dx^ 
aufwärts und abwärts verschieben und wir bekommen zunächst wegen der 
Körper m und m^ die t^rodukteitsumtne 



(S-.)^— C^'r-.)*.-. 



Hier können wir wegen der zwischen x und x^ eintretenden Bedingungs- 

d*x d^x^ 

/gleichuog -^-gvf und -^dm a» die Stelle v^o^-j^ ^^^ ^' setzen und 

«".ihbälten ^bnh ^\s datsj^trigi^, ivas Wegeh dfer "Gewi^lilä m mA tu' ih fti^ch- 
nung kommt, den Term: 

(m + mO-rv — {m—m^)g)dx. 

Sei ferner ^ das Gewicht der SinbvA des Fadens, so ist fU das 
Gewicht des ganzen Fadens. t)enk6ll wi)* uns nun irgend einen Punkt 
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in den Faden x und bezeichnen seine Coordinate mit X| , so wird das- 
jenige, was för diesen Punkt wegen seiner Schwere fidl in Rechnung 
kommt, sein: 



^^'(^-^)*^f 



Dieses kommt aber für alle Fadenelemente von B bis m in Rechnung und 

d ^ d sc 

mithin für den ganzen Faden, da man tt^TT "'^^ '^t =dx hat, 

Ganz ebenso kommt fär den Faden w^ in Rechnung 

oder wegen des Werlhes von x* 

M'{l—x~m)l-^^ + g\dx* 

Ebenso haben wir das Gewicht des Fadens ABB auf der Rolle selbst zu 
berücksichtigen. Seien die Coordinaten des Fadenelementes E o^, y^ und 
der Winkel ACE gleich 9, so ist das Gewicht des bezeichneten Elementes 
firdq) und tritt folgender Term zu den übrigen hinzu: 

denn die Composante der Schwerkraft in der Axe der y ist 0. Nun ist, 

da x^ an und für sich als negativ zu betrachten ist, 

aP2== — r8inq>, y^^rcotq), 

und es folgt 

dxi d(p dyt . dq> 

dl ^ dl' di ^ dl 

Wenn wir uns nun aber eine bestimmte Lage, z. R. ACE des g> denken 

und wir ändern das q>, indem wir das Gewicht irgend wie bewegen, so 

bleibt die Länge EDBm immer dieselbe, nämlich x+{r7t — rg>)=C(n^t 

und es folgt daher: 

X — rg>^=:^Cimsl 

also ' 

dw dx * * ' 
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Dadurch wird 

f 

und durch nodtmalige Differentiation 

dl^x. da dx d'^x mcp/dxV* d'^x 

di» ^ dl di ^ A* r \dt I ^dl*' 

d'y, dO) da; d^x eos€pldx\^ d^x 

d(* ^ dl di ^ dl* r \dl / ^ dl* 

Ferner folgt Yermfige der Ausdrücke für x^ und y^: 

dx^=s — reo$g>3g>j dys = — rsinq>d<p, 
oder 

Sx^ = — coiipdx, d|^ as — m 9) ddp. 

Durch Einsetzung aller dieser Werthe in unseren Term erbalten wir 

^ I sinipeoiW l dx\* , . d*« , , iin q> cos g> / dx )^ 

rd9>| V^(^) +ca.»»5^+^^oi9)+ -SL^\^^j 

oder nach einer leichten Transformation: 

f^rdq)l —- +gcosf \ dx. 

Das iat der Ausdruck, der für das Fadenelement in Rechnung kommt; 

Wir müssen denselben zwischen den Grenzen und 1% integriren und 

erhalten dadurch 

d*x . 
t^rn; ~ öx. 

Summiren wir die einzelnen Termen, welche Ton den veradiiedeneti 

Theilen des Fadens herrühren, so kommt 

/ d*x \ ^ I d*x 1 • d*x , 

II. fix l — + g \ öx + ^ U^x—m) y-^^ +glox + fim— öx 

Wir haben noch die RoUe selbst^/zu berücksichtigen, welche wegen ihres 
Qewichtes gleichfalls einen Eänflg^ auf die Bewegung der m und m* haben 
wird. Die ganze Rolle kann aber ab aus solcbeo schweren massivisR 
Ringen zusammengesetzt gedacht werden, welche dem eben betrachteten 
halben massiven Ringe ÄEDB analog sind. Für den ganzen zu AEDB 
gehörigen Ring würdeb wir die Grösse 

2ur7t -TT- öx 
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in Redinang bringen und mithin eine ähnliche Grösse für «aeii baue« 
bigen Ring im Innern der Rolle, df mt dem Radius ^ beschrieben sein 
möge. Es ist aber khr, dass es, um diese zu erhafcen, nicht genügt, 
blos Q für r zu setzen, sondern es muss asch für « eine andere Grösse 
eingeführt werden, welche wir mit x'^ bezeichnen woHi^n. Die Zuwächse 
der x'* und x sind weiter nichts , als die Bogenstücke des Fadens, welche 
allmälig z. ß, bei der herabsteigenden Bewegung v^n der RoUe sich« los- 
wickeln und es ist daher 

dx*' Ä= ydy , dx = rdq>. 



und mithin 



und hinaus iolgi 



^** :d^=(i:r^ da"==-^cte« 



r ' ♦» r Öl* 

Wir müssen also ausser p für r auch noch ^ dx für dx und ^ -v^ 

^ r r Ä* 

^x 
für ^ setzen und erhalten dann für w^^fij I^ipgfjfWfMit ^ 

Pas ist al^ nur pnMr 4«r VQr««4^tiHQg richtig, iam Mtehts aus der 
F«4eiMMW bfsWth^ und wk VfifdfMi d^im M difi Stelle von fi etwas 
anderes treten lassen müssen. Sei J die Masse der Einheit des flioflis, 
aus welchem die Rolle besteht, und d die Dicke der Rolle und dQ das 
Increment des Radius, so wird ein Rollenring dem Räume nach d.dQ 
FadeMinge einnehmen und seiae Masse, d. b« dasjenige, was an die Stelle 
Yon /t tritt, ist Jd.dg und wir cvbalten 

Wir suodeB den Term, der sich auf die GesammtheÜ der RollenriBg*e 

besieht. Da nun ihr Waphstbiim von der Grösse ^ abhAngt , so faabeR 

wir, wenn wir den inntisteB Ring mit dem Reditis r' annehmen, zwisohen 

den Grenzen 

Q^=ir' ujod ti5=r 

zu integriren und erhalten dadurch de^ gesuph^ f WW 

^ - r* — f'* d^x ^ 
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Wir werden dieselbe Rolle auch bezügticb i|er W<)lle benilUen ktaQOQ» 
nur, dass wir das Integral zwischen und r' nebpmi und, weil die Masse 
der Welle eine andere als die der Rolle sein kann, eine andere Constante 
nehmen, so dass wir bekommen: 

Die beiden letzten Terroen lassen sich noch vereinfachen. NSmIich sei 
m'* das Gewicht der Rolle und m"' das Gewicht der Welle, so ist 

und die genannten Terme geben 






m'" r'* d^x 



2 r* di^ 

Die Zapfen lassen si^h als kleiner^ Wellen betrachten und gAen nichts 
wesentlich Neues, daher wir sie nicht weiter in unsere Betrachtung 
ziehen wollen. 

Jetzt ist es nun noch Qöthig, die bei diesen Haschinen vorkommende 
Reibung in unsere Betrachtung hineinzunehmen. Wir können dieselbe 
uns, wenn m heruntersteigt, als ein auf das aufsteigende tnf wirkendes 
Gewicht denken« dessen Zablenwert^ durch dlie (Beobachtung zu bestimmen 
ist. Daher können wir sie ganz einfach dadurch berücksichtigen^ dass, 
wenn ai das bezeichnete durdi Versuche gefundene Gewicht ist, wir überall 
«' + |ß> und «i — |w statt ruf und m schreiben. Wenn wir diesa Sub- 
stitution machen, alle die einzelnen Termen zusammenfassen und endlich 
das dx herausdividiren , so kommt: 

j(m+mO+^a?+A^(i-Ä — m) + /4r7|; + y I1 + — | + -2---f j^ 

— (w — m'— «)^ — lix^ +/^(^ — « — r7r)^ = 
oder etwas einfacher: 

I . / . , I »*'' , m" + ni"'r'*|d«a? . ) a ^ /i x 
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also me Gleichung yon der Form 

deren erstes Integral folgendes ist: 

M (j\-'2gNx-'2gMai^ + Conti = 0. 

Die Constante können wir uns etwa dadurch bestimmen « dass wir an- 
nehmen, dass der Punkt m im Anfange der Bewegung sich in B befindet 

dx 
und dass also zur Zeit 1=0 x = und j^ = (i ist. Alsdann folgt 



(^^ — 2gNs—2gmi*-0, 



V 2» 



und hieraus, wenn man nach den gewfihnlichen Mtthoden inlegrirt, 
Da sich die Werthe 1=0 und « = entsprechen, so folgt 

Con$t ae + - / _L lg — —. 
-y 2g^2^ 

und die vorhergehende Gleichung geht nun über in: 

3) Die Bewegung zweier schwerer Körper, die durch 
einen unausdehnbarenFaden mit einander verbunden sind, 
auf 2 schiefen Ebenen. 

« 

Wir nehmen an, dass die Schnittlinie beider schiefen Ebenen hori- 
zontal liege und dass der Faden auf dieser Schnittlinie senkrecht stehe, 
so wird die Bewegung nur in der durch den Faden gehenden Vertikal- 
ebene erfolgen, die wir daher zur Ebene der xy wählen. Der Anfangs- 
punkt möge in dem Punkte angenommen werden, in welchem der Faden 
die Schnittlinie der beiden schiefen Ebenen trifft und derTheil des Fadens, 
welcher den einen schweren Punkt m enthält, möge die Axe der op vor- 
stellen und die Richtung der y sei darauf senkrecht« Hiernach wird der 
Punkt m immer auf der Axe dero? bleiben und ist demgemäss nach seiner 



LageifdtKUiiidig^'beilfaDiiit, weni seine Absdise» die wir. mit o? benidnieilt 
bekannt ist. Die Coordinaten des anderen Punktes m^ dagegen mfigen 
mit y', X* bezeichiiel werden. Nehmen wir ferner an, dass die Richtung 
der Schwere m.it den beiden gegebenen schiefen Ebenen die Neigungs- 
winkel w und Ol' einschliesst, so wird die Gleichung der Geraden, auf 
welcher der Punkt m' bleibt: 

und endlich haben wir , da die Länge des Fadens unveränderlich ist« 

oder w(^en der ?orher^enden Gkidhung einfacher 

cos (w + (a') 
n» .s«id di^ BediogttUgUgleiqbttngiqn , welche ivrcb. die Matiir der Ver- 
bindung unseres Körpersystemes gegeben sind. Es bleibt Ao^b fibrig di^ 
Gleichung der Bewegung zu bilden oder vielmehr die Gleichung des Gleish- 
gewichtes, welches swiscben den verloren gegangenen Geschwindigkeiten 
bestehen muss. Die bewegende Kralt ist die 3diwere , deren Intensität 
auf der Ebene des Punktes m dfirch ycoscü, auf der Ebene des Punktes 
m* durch geot(o' dai^estellt wird. Die Kraft geosio ist geradezu nach 
der Axe der x gerichtet, dagegen die Kraft g^oaa' giebt nach den Axen- 
richtungen zerlegt die Componente geosw'to$(to + (o') in der Axe der 
X ufkd düe. CotvpooieaAe #aMCü'«m(i»+^0 in der Axe der y. Bilden yrir 
MAS «w 4ie eJQ»ikieii Termeii der allgemeinen Bedmgungsgleichung 

so ist klar , dfisf die auf die dritte Coordinate bezflglichen Termen gans 
ausiallen» d^ die Bewegung nur auf der Ebene der x^y geschieht und 
daher die Variation dt sich annullirt] ferner die mittelste Summe wird 
3ich auf eiiien einzigen Term reduciren, der sich auf dy' bezieht: da- 
gegen die erste Summe besteht aus 2 Gliedern, von denen eines sich auf den 
Punkt m, das andere sich auf den Punkt m' bezieht. Hiernach erhalten wir: 

in It-^ —ffco^w W« + «i'j ^-5— -»^fo«ai'coi(cü + cü') \dx* 



m' I -jY — gco$(o sin (w + u)') J dy' ä 0. 



+ 

ni. 9 
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BerMlMchtigeii wir die aus dm BedingvncigkiclMiBgMi f te 4i« Niter dei 
SytüBiaet folg«idtti ReÜlMtten: 

«0 folgt 

m l^^"^^^'*^ jia?+m'l — ^ coä (o) + (o') — g com (o^ eos{io ■\- io') I.— 

da? coi (Ol + «0 + «' ( — *tf (to + »0 . ^ Vo^(<<> + to') — ^«Äi ^^ Wä(^ 

— Jap m (w + w') = 0. 

Dit^diilM Wit* dtesto GMdMiny daficb dii «irfflkflrMldl« firbBie Ar uM redtt^ 

(ifi + mO j^j ^[ mcosü) — m'co$(d' j =0. 

tH6 Ittt^gratiM dinier iBteidMing «i^ 

«="= iHMi^ «'+'• 

m + «^ « 

#« ^ ttMi C Aid CoMiamob der iote^JiliM bearakbMii. Olfr CmbüM^ > 
dr&cU dte OeeiJh^iliAigkAit ttfld die CoDMattle € de» Ort tfed l^iüMee m 
zur 2eit t ±s ali's. 

Man bat nun tioch die filBwegung äes Punktes W zu beitimmen. 
bi^elb^ idt ^b^t oihmbäk* ^«ith tmA «kit^g«ngetr^t det IfewägUbg -d«» 
^Yk)^kt6ls m. Deftff "^etitt letzterer atff «oinef fibeie UM eine ]^e Wisse i^tf^db^ 
ki^VäuflrMt, s6 kdtiü dielt nftr l;o gesr^btdiMi, dass d^r limtlihB atff skiner 
Ifibene \\m AieH^b^ Stfte'cke herabffldtt; ttitbift ist t'^-^v. thä daiftselbe . 
ftesüttiit analyttdöh b^r^utetten , bem^ke tnaü , da^i^ 



>. ■ . ^ ■ ■ II . •' - tt 1 "*T 



"-yfm-m 



oder da 

ist, durch kinsetzung dieser Werthe , 



1^ 






— = — 
dt 



Der Faden, an welchem die beiden Körper befestigt sind, wird eise 
gewisse Spannung «H«id«Q.iiiid .dieselbe ist offenbar der Kraft gleich, 
welche jeder der beiden Körper m und m* in jedem Momente verliert; 
mfüain bat man als ibr Ittass dco Ausdruck 






oder, ^%m mm fär ^;f Mtneti W«rlii ^ael^t» 

Ol* 



mm' 



,« Wim' «+<tf' iü+«' 

Der Dmck eäiliob , iter itn Zistaude der Bewegvag auf fede der gege- 
benen Ebenen «Ufeült wird, rubrt bloe too der bezugiieben Conponente 
der Sohil«re hfft and ist daher dei;setbe) wie in Zustande der Ruhe. 

Zu denselben Resultaten hätten wif a«iC. einem etwas kürzeren Wege 
durch die unmittelbare Anwendung des Principes der yirtuellen Geschwin- 
digkeiten gelangen können.* Die für den Punkt m verlorene Bewegung 
isl in der Aicbtung des Fadene offenbar 

/d*a? \ 

und die für den Punkt m* verlorene ^Bewegung ist dem analog 



m 






wenn man in diesen beiden Ausdrücken unter x und x* geradezu die 
Fadenlängen versteht, die auf den schiefen Ebenen aufliegen. Zwischen 
diesen beiden verloren gegangenen ftrlften «Hisi Gleichgewicht bestehen. 
Theilen wir nun dem Systeme eine unendlich kleine Bewegung mit und 
projiciren die Wege von m und m' auf den Kraftrichtungen der verloren 
gegan^enfefi IrlAe, nirnieh -wt den fteddnucfatuigen^ . soertialtai wir 
^ ättp Arnadrilcfcß 4ür 4ie Tiriiiellep jGlfncbvindigkeii^ die Variationen dx 
mi4 iißf iind m iotgt 9iß Rndingiupig dea GlfiiQbg«?ricli|es; 

9» 
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m 



|.-p — gcoiw \dx + m' l —^ gcoifA* jdÄ' = 0, 



welche Gleichung in Folge der Relation 

in die Dnibere 

(m + m*) -T-y — ginco9ta — m' cmq»') = 

übergeht. 

Die Constante e, welche in dem ersten Integrale dieser Gleidiung 
vorkommt, annuUirt sich, sobald die Punkte m und m* zu Anfange der 
Bewegung keine Geschwindigkeit mitbringen. Es ist die Frage, wie sie 
sich bestimmt, wenn ihnen im Aorange nach der Yerlängermig dks Fadens, 
an welchem sie befestigt sind, gewisse Stösse mitgetheilt werden. Mögen 
dieselben die Geschwindigkeiten a und a/ hervorbringen, so muss, da die 
Anfangsgeschwindigkeiten , die in Wahrheit eintreten , + c und — e sind, 
ein Theil dieser Geschwindigkeiten verloren gehen und die verloren ge- 
gangenen Gesohwindigkeiteii werden für jdie beiden Punkte « und m, 
respective m(a«<^e) und iii'(a' + c) sein. Dieselben müssen, damit sie 
sich gegenseitig vernichten, einander gleich sein und es folgt daher 

m (a — c) ;=m' (a' + jc), 
woher 



C = 



am — a'mf 



m'\-mf 

Die anfängliche Spannung des Fadens endlich, welche dieser Anfangs- 
geschwindigkeit c entspricht, ist 



mm* 



«(a~c)=:-— — -/a + aO, 
m-rm 

und hiermit ist die Bestimmung aller Umstände, welche bei der Bewe- 
gung unseres Systemes stattfinden können, vollständig erledigt. 



Zehnte T9rlesiiiiff« 

Ton den allgemeinen Eigenschaften der körperlichen Bewepuig. 

$. 28. 
Der Satz von der Erhaltung der lebendigen Krifle* 

Wie schon früher gesagt worden ist, so giebt es versoliiedene Sitze, 
welche als Fundament für die Djmamik aufgestellt und angenomm<^ worden* 
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üni. Es soll jetzt gezeigt werden, wie alle diese aus dem Principe des 
d'Alembert abgeleitet werden können. Der erste, welchen wir betrachten 
wollen, ist der Sats yon der Erhaltung der lebendigen Krifte. 
Dieses Princtp ist von Huyghens gefunden und lautet: Die Summe 
der Produkte aus den Hassen in die Quadrate der Ge- 
schwindigkeiteo ftr jeden Augenblick ist dieselbe, mögen 
die Körper auf irgend eine Weise vereint sich bewegen 
oder mögen sie frei dieselben rertikalen Höhen durch- 
laufen« In dieser Form stand es als ein vereinzeltes, sich auf den 
freien Fall beziehendes Theorem da, bis Johann Bemoulli den von Leibnitz 
afulgestellten Unterschied zwischen todten und lebendigen 
Kräften annahm. Nämlieh unier lebendigen Kräften versteht man solche 
Kräfte, welche geradezu und' unmittelbar eine Bewegung erzeugen, da- 
gegen unter todten Kräften solche, welche freilich auch eine Wirkung 
haben ^ aber doch unmittelbar nicht eine Bewegung hervorbringen. Eine 
solche Kraft ist z.B. ein Gewicht oder irgend eine Verbindungskette 
zwischen 2 Körpern, wo der eine Körper zwar den anderen festhält« aber 
doch nicht geradezu die Wirkung einer Stosskraft auf den anderen hat. 
Mathematisch ausgedrückt ist eine lebendige Kraft eine solche Kraft, 
welche gleich ist dem Produkte aus Masse in das Quadrat der Geschwin* 
digkeit. Dieses Produkt ist uns bereits bei Gelegenheit der Bewegung 
eines einzelnen materiellen Punktes entgegengetreten, und wir haben 
schon damals in Uebereinstimmung mit dem eben entwickelten neuen 
Begriffe gesehen, dass der Differentialquotient 

dt 

unabhängig von den Druck- oder Widerstandskräften ist, welche auf die 
Bewegung des materiellen Punktes einwirken. Bemoulli sah nun obiges 
Gesetz als eine Folge der Natur der lebendigen Kräfte an, stellte es als 
ein allgemeines Gesetz auf und gab ihm den Namen. 

Auf weldie Weise auch die verschiedenen Körper > welche ein System 
zusammensetzen, unter einander disponirt oder verbunden sein mögen, 
v^iraiisgesetzt nur, dass diese Disposition unabhängig von der Zeit ist, 
d.h. dass die Biäditigiingsgleichungen zwischen den Coordinaten' der ver- 
sebiedänen Körper nicht die Variable i enthalten, so ist im Allgemeinen 
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Uar, Aaes mM in der allgemeinen Foraiel der Bjrwmtk die VitfiatioMi» 
datyiffyds $leieb den DiffereiHialen äst» i^, da aatzen kaiui* Dia lela*« 
tere« cbruoken die von dem Körper m Augenblkke dl mitklich durcii^ 
laufeaeo fiauiae aua, wibread die genannUii Varialionen mir. if gend ivelche 
Rlunie bedeuten aolleti, welche die Kdrpedr mbtfend darstlhln Zeil duvdn 
lauften könne«! wena man Rflokaiebt auf ibtf gegeastkige. iaga «Mnmt. 
Seiat man aber nun die OifferentiaW § taU dar Variaüoaan,, $• wird 
dia aUgemeiae djnaaiacfae Foinel: 

Denken wir ans, das« die KrSfte 1, ¥^Z, welobe auf dia ttmebmi 
Pankte mal der Massa m wirken, ao beadhaffeki aiad, daaa dar liaadnick 

Xd» + n^+zd9 

ein vollständiges Differential ist, d. fa. dass die Kräfte alle nath einem 
oder mehreren festen llittelpunkten hinwirken, wie es z. B. bei den Bim- 
melskörpern der Fall ist: dann werden wir die yorhergebende Gleichong 
integriren können. Es wird nämlich, wenn wir 

Xd«+ Fdy + Zd« ==d® 
setzen, ihr erstes Integral 

oder auch, da bekanntlich die Relation 

\ _ ds^ _dx^ dy^ dx^ 

"" ^m^^di^^dt^^dii^ 
stattfindet, 

Piese Grösse 

ist J2( aber aichi^ anderes , als was wir 4^ auf unaer ^yat^qi wirki^nd^ 
lebendige Kraft nennen muasen, und n^^n aiet»^/ d^sf di(A® <J^i9b Mt 4^1^ 
Quantität 

a ^ m fl» + Coaii, 

welche wp ^ovk den beaebtevaJgeAd^n. Krfiftea» die aaf die Köqp«^ withai^ 
abbangt uQd k#iB^w«ga top dar«n g^geaaeilifer Veffbindung. Pem^amlsa 
st die Bewegung g^n« diea^ibe» #ls mm die^ leb^tgan fotfl« aaC dia 
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eiozeloen Punkte ganz frei wickten , {m dasf^ dieselben nicht zu einem 
festen Systeme YerbuBd^n ivdren. 

5.29, 

9%9( Pciftcip v^^n der E^r^aUu^g 4er A^w^gung des 

Schwerpunktes. 

Dieses Prindp , welqjbes viel ßaturUcber als das* vorige ist , ist von 
Newton und besagt, dass der Schwerpunkt mehrerer irgend 
wie mit einander verbundeiier ed^ir aufeinander wirken- 
der Körper sich immer gleichförmig fortbewegt, gerade 
als wenn die Körper frei wären, f4^t dass im Allgemeinen 
die Bewegung des Schwerpunktes dieselbe ist, als wenn in 
ihm alle Krifte der Körper in ihrer eigenthümlichen Rich- 
tung angebracht wären« 

Wenn x', y* , %* die Coordinaten irgend eines Körpers im Systeme 
sind, so kann man (durch eine einfache Verlegung des Anfangspunktes 
der Coordinaten) die Lage alUir öbrigen lUrper in Bezug auf diesen be- 
stimmen, also setzen 

fl?J=: fl?' + ^, 

* = «' + ?. 
Setzt man aber diese Werthe ip die allgemeine dynamische Formel ein, 

so giebt sie 

Plesf^ Gleiohupg mua;^ besteben gan« unabhängig von di^r L^ge des n^uen 
AnlangH>u;9kt^s , ^. h. unabhängig von den speciellen Werthen der Coor- 
dinaten x',y\z\ Dies ist nicht anders möglich, als wenn alle Teripen 
der vorhergehenden Gleichung, welche &s\4y'^di^ enthalten, für sich 
verschwinden, d.h. es muss 



«=2i-(i^+s-ii'". 
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sein, oder, da auch die 8 Coordioaten o^', y', x' ron iBinander unatihängig 
sind» so hat man 

Nehmen wir nun an, dass der Punkt, auf welchen wir die anderen 
bezogen haben, der Schwerpunkt ist, so haben wir, weil die Coordinaten- 
ebenen durch ihn hindurchgehen, vermöge seiner Natur, dass die sta- 
tischen Momente der einzelnen Körper sein müssen: 

IS^S^o, ^««j=5Ä, ;^«S=o, 

also auch 

t 

Mitbin werden die obigen Gleichungen 



dt* 

Die linken Seit^A dieser Qleicjbungen können auch noch umgeschrieben 
werden, weil x/y,* z* in Bezug auf die einzelnen Körper nicht mit yariiren, 
sondern als die Coordinaten des Schwerpunktes für alle Glieder unter 
dem Summenzeichen constant bleiben. Hiernach kann man nämlich 
aucb setzen : 



2"» -Tä =S"»^' 



I 



Diese Gleiebuogen sind aber ganz von derselben Form« wie die GleiduukgM 

d?" ' 
d'« , 

welche wir früher als die Bewegungsgleichungen eines materiellen Punktes 
erhalten haben : die beschleunigenden Kräfte , die dem Punkte a?', y', *' die 
durch die Bewegung des Systemes vorgeschriebene Bewegung miltheilen 
würden, sind durch die Summenausdrücke 

%mX %mY %mZ 

dargestellt, und fallen also mit den beschleunigenden Kräften zusammen, 
welche an unserem körperlichen Systlsme von Punkten in Wirksamkeit 
%v6Ax Demgemass belivegl sieh der Schwerpunkt voIUwmmenr Im eitt 
fräer Funkt, auf welcbeli in der Ricbtimg der Coordiirtteiiaxwi die beK 
iillglicben Gomposantan 4er besohleonigendeh Kräfte wirken, und wir 
bibeb uns dabei Mr das GiBsaramtgewidit des Systemei im Sdiw^rpnUkt« 
▼ereinigt zu denken. 

Da hiermit bei jeder Bewegi^ng eines körperlich«« Systemes ein Punkt, 
nämlich der Schwerpunkt, existirt, dessen Bewegang nur'von den be- 
scb(eunigenden Kräften und keineswegs vod der Vertii^ng der eiffzehieii 
Punktei des Syetemes unter einander abhängt, aa iet Uiermit .eive Zurück* 
ffihrung der körperlichen Bewegung auf die fiewegui« eines materieUen 
Punktes ausgesprochen, vermöge deren es auch für die Praxis vollkommen 
gerechtfertigt ist, dass wir mit der Betrachtung der letzleren Bewegung 

begonnen haben. 

§.30. 

Das Princip der Winkelkräfte oder von der Erhaltung der 

DTehii9;gükräfte. \ 

Dies Princip wurde beinahe zu^gleipber.Zeit von, Euler, Daniel, .Bernoulli 

und d'Arci gefunden. Der letzteretat ds in folgender Weise^ausgesprocben : 
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Die Summe der Produkte au& der Masse jedes Körpers 
in die Fläche, welche sein Radius reclor um einen festen 
Mittelpunkt beschreibt, ist in einer beliebigen Projektions- 
ebene der Zeit proportional 

Da man jede Drehung, wie früher gezeigt worden ist, ersetxen kann 
durch Drehungen um die 3 Axen , s^ BUIe man zunächst bei der Drehung 
um die Aze der z ein Perpendikel auf die Ebene der xy, von dem Fuss- 
punkte ziehe man eine gerade Lioie nd^h dem Anfangspunkte der Cobr- 
di99tei| un<) nenne diese ^, sowie, den Winkel dieser Linie i|ut der xAi^e f : 
W ist 

dlfl»= — ^mjpd9)+ooi^if^s=s — ydq> '\r e^osffdq^ 

* 
dys ((eoiqfdg> + sinq)dQ^=^xdg> +$4ng>dQ. 

Nun beschreibt bei der Drohyng jedoc Punkt um die Axe der z einen 

Kreis, mithin kann sich q itieht äp^jlcm« oder es wird 

und dem zu Fotge 

dxm^^Ud^, dysm9df>. 

lügleMh wird zu Folge der Natur der drehondofi Betweguag d« ig> öder 

das Diffeftiitial dea Drahnngswinkela fflr aBe PuiAte des Kdrpeia dtisidba 

sein. Dieses toniuagsselzt bilden wir om für »nseran sp^cieOen Fäll der 

Drebupg u» die Aza der z, venn&ge daran dz gleicb • witd, die dTua- 

mische Gleichung, nämlich 

clder, indem y^Ar titr da und dy ihre Wertbe setzen und zu gleidier Zeit 
das bierdtoreh hineinkommende Sf^ als einen constanten Faktor, der in 
dien Olledem entbaltoi ist, herausdi?idiren : 

woher endlich 

Für die Drehung um die Axe der ntki z bekommen wir analog 



/ ^"* ( * ^ ~* If )■•" ^"'^^* ~ "^'^ " "■ 

Nun l»|>e|i itir iq 4ain «pecieile« Fall«, diM «U« KriAe p«cl) wwv 
f«M«i)l MitliBipiMilit biowjitw, hvkapntfic^ di« gken iS^ioder UMWW Gl«*< 
cllHiH(, j«<|e« fOr wkt ß^wM Q iHi<) wir bflkvwiMn «toh^v 

* 

Durch Integration folgt hieraus 

und man ersieht pun, weon man noch beide Seiten, dieser Gleichungen 
mit di multiplicirt, dass -dic^ Ausdrucke \ 

^m{ydi—xdy}, 

dtD leii prtpoblion^l siiulw- Mu» bedeuten die Grtfsse« Kiike, «ife wil> 
in einem früheren Abschnitte gesehen haben , die Elemente der -wttmeii 
der Bewegung durch die f^r^fktion des Rail^ufi vector in der betreffenden 
Ebene beschriebenen Winkelflächen, und inan hat. also den Satz, da.sff 
die Winkelflächen der Zeit proportional sind, allerdings zu- 
nächst nur für den besonderen Fall, in welchem Centripetalkräfte 
in Wirksamkeit treten. Es bleiht aber derselbe Satz auch dann noch 
richtig, wenn die Körper sich alle untereinander anziehen. 
%A «ttiilMk di4 EniOfiMeg zveiep K6h«per*fli'ued et' eon eiaeitferr, 
sei isl^die gefeaMilige Anibahnhg dieser 'Kteper elnö Wxakiim ikm^ 
DiAana sr,: elmi 4p (r)< • Zerieges mt ^Mdse > Aizielnagäirafl iacli 
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beiden Axen der x und y, eo werden wir die Compenenten erhallen, 
wenn wir ^(r) in den Cosinus und Sinus des Winkels multipliciren, 
Welchen jene Distanz mit der Axe der x ettiscbliesst. Setzen wir also 
die Coordinaten beider Körper gleich xy% nhd afy'x' und berücksich- 
tigen , dass z. B. die Attraktionskraft des 2ten Körpers auf den ersten 
Körper ron mf abhängt, so erhalten wir als die auf den ersten Körper 
bezöglichen Attraktionscomponenten in den Axen der m und y: 

,x — X* , . . .y — y' . . 
m'-j;— 9(r) undin'^^^(r). 

Analog bekommt man wegen der Attraktion, die der zweite Körper in 
Folge der Wirkung des ersten erfährt, noch die Componenten 

m— -— 5P(r) und m^—-^(p{r). 

r T 

Hiernach wird der Ausdruck 

m{ly—Yx) 

unter dem Summenzeichen in der ersten der obigen Gleichungen, welcher 

der Drehung um die Axe der i; entsprach « in Betreff der gegenseitigen 

Anziehung zwischen den Punkten m und m' folgende beide Termen geben : 

IX — flp' , . .y — y' . . i 

und 

welche zusammen sich gegenseitig annulliren. Ganz in derselben Weise 
werden sich alle übrigen Termen , die von der wediselseitigen Anziehung 
dte üMgen 'lenkte belrühren, paarweise vernichten ,• und es tolgt dakeir 
imner noch 

d. h. unser Satz von den Winkelkräften bleibt immer noch richtig. 

§.31. 

I 

Das Princip der kleinsten Wirkung.. 

Dieses Prineip isl ▼•n Efder zuerst, obwohl iii biBscftrlnkttr Weise, 
anageftprochenttnd Lagrange hat ihm folgende allgemeiflere Fassnng ge- 
gelen: Die Summe der Prodäkte ans den fassen in'die 
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Integrale der Geschwindigkeiten multiplizirt mit den Ele- 
menten der durchlaufenen Räume ist stets ein Maximum 
oder Minimum« 

Gehen wir zu dem Principe von der Erhaltung der lebendigen Kräfte 
zurück, so sprach sich dasselbe in der freilich nur für den Fall von 
CentripetalkräfCen allgemein gültigen Gleichung aus: 

Wenn wir von dieser Gleichung die Variation nehmen« nämlich 

und diese in die allgemeine Gleichung der Bewegung, die wir schreiben, 
wie folgt: 

einsetzen, so erhalten wir 

In Betreif der S ersten Glieder hat man 

d^x dx + d^y dy + d** dx 

=^d{dxdx + dydy + dzdx) — dxddx— dyddy — dkddx, 
ssd{dxdx +dydy + dxdt) — dxddx^ dyddy-^dsddx, 
= d{dxdx + dydy + dsd«) — ^^(dap* + dy* + di*) 



oder, da man 
hat. 



dx^+dy^+dz^^ds^ 

sx:d(dxdx + dydy + dz dz) — dsddt, 

und wenn man dies durch di^ dividirt und dann in die vorige Gleichung 
einsetzt, so folgt 

^^ id(dxdx + dydy + dzdz) dtddt ^i ^ 

^i Äi ** — '^r®- 

Multiplicirt man diese Gleichung mit dl, bemerkt, dass 

ds . ^ dt 

v=r--. und dl= — 

d$ V 

ist, und inte^rirt alsdann, so folgt 
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Offenbar ist nun 

vidi + did9^=d(vdt), 

und mithin, wenn wir bedenken» dass man eben so gut vor, wie unter 

denä Integralionszeichen variiren kann, sowie, dass die Variationen ftämml- 

lieber Summanden die Variation der Summe geben 

Wenn man wm amrimmt, diM ii% VarhtioMn Ab», ^, dt HM imi fuhr 
diqenigen Punkte, für w«ldie das Intc^ai «ndigt, so verschwindet die 
linke Seite und man hat 



^m/vdi = 0. 



6 

Mithin , da die Variation «ch annulUrt, «o ist die Sntome 

vdt 



x^/^ 



entweder ein Maximum oder ein Minimum. 

Das Princip der kleinsten Wirkung iit hiernadb lein «ehr specielles: 
aber es ist auch eben nur für die s^ecielle Anwendung erfunden worden, 
und enthält eigentlich nur die Regel , vermöge . der Methode der Varia- 
tionsrechnung sich 3 erste Integrale der allgemeinen Bewegungsgieicfaungen 
zu bilden. 
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feillte Vorlesmiy. 

ZerlegiiS der k5rparlieben llevegnug In ihii Tanschreitende Bewegug des 
tckwerpiAktes und in eUa retUrende Bewegug mm den Sckwerptnkt her^m. 

Theorie der drehenden Bewegung. 

f. 32, 

Die Quantitäten der verloren {(^angenen Kräfte sind» wie wir wissen, 
fdr einen KM*per m in der Richtung der 3 Aien 

\ di> 
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und iboliolbe Ausdrädsa ergeben sieb in Bezug auf mp «4, %••••«« 
^wisoben allen diesen Kräften muss Gleichgewicht bestuheo : miibin nfisien 
die 6 Bediogung9gleichungen des Gleichgewichte« eines völlig freien körpef*« 
liehen Sjstemes befriedigt werden« Setzen wir daher in die aUfemeiiW 
3 Bediogungsgletcbungen , die wir in der Statik p. 162 dafür aulJgesteUl 
haben, dass di^ an dem Systeme angreifenden Kräfte keine fortschreitende 
Bewegung henrorbringen , an Stelle der KräRe 

Pcosak Peosßj Pe§sy 
die respectiven verloren gegangenen Bewegui^squantititea, sa erhakeii 
wir für die fortschreitende Bewegung folgende 3 Bedingungsgleichungen: 

X-9^^-^^ 

Indem man dieselben Substitutionen in den 3 Gleichungen pag. 163 macht, 
deren Existenz anzeigt, dass Jie Kräfte, die an dem Systeme angebracht 
sind, keine Drehung hervorbringen, so erhalten wir <hc 3 Gleichungen 
der Rotationsbewegung 



2m ^ 



d*y a*a!\ ^* , „ ^ 



1? ~'Ä»" )=5«0f«-«i'). 

die wir (anf tmdereni Weg« bei^Ms ki %. #0. iier^eMlel habcnu QXMtnMfk 
erscheint es zw^ekiiäeBig , l^owobl die ISIeitiiMgem der RirtMbreilMdnif 
wi^ der drekewle» Oewegulig «H^di «eibstotindig aus der aHgohoeiiieo ■e^i 
w«gMrig*gleiGhiiiig tn «eiitwick^lii , Wil wir in d«fm IMheraa Ohemllditt 
HigUeMMit 4m 8«piegiing ]«d^ «dieser S fi«wegffnge«i liael^ dm 3 ktmi^ 
ridMangdn iietenageMtM bab^ «mmI finthtn dar 2w«iM ^tutMMi kidnliM 
ob den wi^kidb mi diotM Mie^uttgiftn tiikw • aHeU UnMnienr 4ie lie«« 
ttoMMtü Beweipiiig iwdtiM« . i. 
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Was nun zunächst die forUcbreitende Bewegung anbetrifft , bei welcher 
sämmtliche Punkte unter einander parallele Wege beschreiben , so ist klar, 
dass iü Folge dieses Parallelismus sämmtlidie Punkte des Systemes in 
gieicheii Zeiten gleiche Verrftckongen erfahren und dass mithin auch die 
Projektionen der einzelnen Verröckungen auf einer festen Axe ebenfalls ein» 
ander gleich sind. Betrachten wir diese Verrückungen , wie es die allgemeine 
Bewegungsgleicbung fordert, für eine unendlich kleine Zeit, so bat man 

ow ÄS (Jx| = dx^ = ddj = . , , . 

und mitbin gebt sie über in 






Nun ist aber die Grösse der Verrfickung, nämlich 

Vdx«+dy*+^** 
und mithin auch jede der einzelnen Variationen 

da?, dy, ÖM 
vollständig willkürltch, mitbin kann die obige Gleichung für alle mög- 
lichen Werthe von d», dy, ^«..nur dann befriedtgt werden, wenn jeder 
der 3 darin vorkommenden Summenausdrücke einzeln für sich verschwin- 
det, und dieses giebt ims 3 Gleichungen, die mit d4Mi früher für die 
fortsdiiebende Bewegung aufgestellten identisch sind. 

Nehmen wir jetzt an, dass das körperliche System (sei es nun für eine 
Aiidiiclie oder eine ludendäcb klettte^ejt) um eine bestiwni^ aber belieb^ 
Gerade reilre, über deren LiSge mr die einsige beacbräokusde Verfügung gft- 
Irsfeii. «erden «oU, daaa sie den Anlang^punkt der Coertiaalen e»4halle* 
Mnn w4 daran Let® durcb die 3 Winkel l, /i, 9* feelgelegli, . weldM m 
mit den-S Goor4lnii(e»axea eiascblses^t» Die Nitur der rolireaden BeivregiMV 
im diftte Gerade ist yolUtAidig dimob (dlgende. BeidiiiguiigiMi htirtimwi s iMratt 
nuss 4ie HiftaAi; |ede)9 Pwktes von >€iatittiiiilir Lact tki HirpaT wQh 
dem Anfangspunkte der Coordinaten, welcher: augteifAi iw IJillilpimHi 
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der Drehung ist, immer dieselbe bleiben oder analytisch ausgedrückt, die 
Variation dieses Abstandes, welcher, wenn die Coordinaten des betrach-* 
teten Punktes x,y,x sind, durch 

dargestellt wird, ist der Null gleich, mithin 

wdx +ydy + xdi^=^0; 
zweitens, da das System um eine bestimmte Rotaüonsaxe sich bewegt, 
so nuiss die Verrückung des Punktes x, y, z in die Lage x + dx^ y + iyf 
z + dx auf einer Ebene geschehen, welche mit der Rotaüonsaxe einen 
rechten Winkel einschliesst. Da die Ausdrücke für die Cosinus der 3 Winkel, 
welche die Verrückung mit den Axen der x,y,z einschliesst, respective 

dx dy iz 

ViJa?« +dy^ + dz^' ^ dx^ + dy^ + dz*' ^dx* + dy* +dz^ 
sind, so folgt als der analytische Ausdruck für die genannte Bedingung 

öxeoil + dycosfi + dxcofVssQ. 
Aus dem Zusammenbestehen dieser 3 Bedingungsgleichungen folgt 

dx Sy dz 

zeoifi — yeoiv xco$v — zcotX ycotX — xcotfi^ 

und mithin , wenn wir den Exponenten dieser 3 gleichen Verhältnisse mit 

£ bezeichnen 

dx = e(z cos II — ycoiv)^ 

dy = « {xeosv'^'zeoi X), 
dz^=€(yco8l — xeoifA). 

Die Grösse e bezieht sich hierbei nicht etwa blos auf den Punkt x, y, z 
des Systemes, sondern sie gehört allen Punkten des Systemes zugleich 
an. Um dieses zu zeigen, nehmen wir einen zweiten beliebigen Punkt 
x'y'z' im Systeme an und bezeichnen den darauf bezüglichen Verhält* 
nissexponeni yorläufig mit e'. Da nun die einzelnen Punkte des Systemes 
einen festen Zusammenhang mit einander haben, so muss während der 
Drehung die Distanz 

immer dieselbe bleiben. Dieses kommt aber, da die Ausdrücke 

«*+»*+** mix'^+y'l + z'* 
constant bleiben» darauf hinaus, dass ^ 

Ifl. 10 
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gleichfills unyeränderlich bleibt, mitbin, dats dMsen Variatioa 

sei. Setzt man nun für die verschiedenen Variationen dieses Ausdruckes 
ibre so eben bestimmten Werlhe ein, so eibalten wir 

€{x^zco8fi — X* y eosv + y'xcoiv-^y' xeosX + i^jfcoi l — x'xeoifi) 
+ e' (ßt* eosfi^xy' cosv + yx' eosv — y«' eo$X + %y* cosX — xx' cot ju)=0, 
und da hier die Ausdrücke in den beiden Klammern einander gleich und 
entgegengesetzt sind, so folgt, dass, wenn die Gleichung für alle mög- 
lichen Coordinatenwerthe Gültigkeit haben soll, nothwendig 

sein muss. Dieses Torausgesetzt setze man in die allgemeine dynamische 
Gleichung für dx^dy^äz die oben aufgestellten Werthe, so geht dieselbe 
über in: 

Vml ("TT — -^{«f'co*/« — ycosv) +1 — — Yjeixeosv—zcosX) 



I -^—Zjeiyeosl — «co5ju)| = 0, 



oder, wenn man berücksichtigt, dass die Grössen «, X, fi, v für alle Punkte 
dieselben bleiben, und daher alle davon abhängigen Faktoren vor das 
Summenzeichen treten können, nach einer leichten Zerfällung in 3 Theil- 
summen : 



eeoiv 



2-|(-f-'§)-<"-'«l 

Da nun die CoefBcienten dieser 9 Summenausdrüdie glnzlich unbestimmt 
und willkürlich sind, so kann sich die Gleichung unter allen Umständen 
nur dann annulliren, wenn die einzelnen Summen für sidi gleidi werden 
und wir sind somit auf die 3 Bediugungsgleichungen, um welche es uns 
. zu thun ist, zurückgekommen. 

Es mag noch beiläufig bemeriit werden, d^aSt wenn die Lage der 
Drehiingsaxe nur für jeden unendlich Ueinen Zeitmoment eine bestimmto 
und unveränderliche ist» wir, sofern nur aUe neuen Drehungsaxen fort- 
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während durch den Anfangspunkt gehen, die allgemeine Rotation um 
einen festen HittelpunkiL erhalten. 

Jetzt handelt es sicji darum, wie die wirkliche Bewegung nach ihrer 
doppelten Natur in der Analysis anr Darstellung gebracht werden solle. 
Dazu bietet uns das k.un: vorher entwickelte Princip ¥on der ErbaUiing 
der Bewegung des S^hwerp^^kte^ ein einta.ehes MiUeL Zu Folge des- 
selben ist die Bewegung dfs Schwerpunktes eine fortschiebende, welche 
gerade so während der Bewegung des körperHchen Systeraes, wie während 
der freien punktuelle» ByewegoDg u-nter der Voraussetzuiig, dass dteBelben 
Impulse und Gewichtsmassen sich in diesem Punkte vereinigten, zu Stande 
kommen würde. Schon hieraus ist man zu schliessen berechtigt, dass 
er» da er selber aicbt mtdreht, nothweodig ein Mittelpunkt für die dre- 
hende Bewegung sein müsse. Wir woUen jedoch, um keinen Zweifel 
übrig zu lassen, djese Sphlus$fi)Ige a^di noch durch analytische Rech- 
nungen verificiren. 

Verlegt man den Anfangspunkt der Coordinaten nach dem Schwer- 
punkt, dessen Coordinaten mit x*,y\i' bezeichnet werden mögen, und 
nemen die Iranslormirten den früheren parallelen Coordinaten |, 17, ^, 
so folgt 

und verfange dieser S^Jb^^utionen geht die «rste unserer Botalionsglei- 
chungen über in 

oder, da x* und y' für alle Glieder der Summe denselben Werth bebalten : 

+2-(ä2'-'0)-2««>'-^«=»- 

Dte beiidea lersten in den Doppelklammem enthaltenen Ausdrücke amiul- 
Iken sich jaA^' einzebi für sidi zu Folge des Principes von der Eriialtnng 
der Bnwe^uBg des Schwerpunktes*, die beiden darauf folgenden Summen 

10* 
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]^«f und Twi? 

sind gleichralls jede für sich der Null gleich, iweil der Schwerpunkt der 
Anfangspunkt der Coordinaten ist; ferner ist die fortschiebende Bewegung 
des Systems noch immer auf die früheren Axenrichtnngen bezogen, 
und darum die Aenderungen der |, rj, ^, soweit sie durch letzlere erfolgen, 
ganz dieselben wi« die Aenderungen der x,y, s: mithin folgt 

2.($-r)-o.2.(f-x)=. 

und die betrachtete Gleichung reducirt sich daher schliesslich auf folgende : 

Ganz auf dieselbe Weise leitet man aus den beiden anderen Rotations- 
gleichungen die folgenden her: 

Vergleicht man diese Gleichungen mit den früheren, so sieht man jetzt, 
dass die Rotation gerade so um den Schwerpunkt erfolgt, als wenn letz- 
terer ein fester Mittelpunkt wäre yon der Art, wie wir ihn bei den auf 
£p,y,« bezogenen Gleichungen der Rotation als Anfangspunkt angenommen 
hatten. Zu gleicher Zeit hat man sich in dem Schwerpunkte das ganze 
Gewicht des Körpers und sämmtliche beschleunigende Kräfte vereinigt zu 
denken und dann bestimmt er durch die hierdurch hervorgerufene fort- 
schiebende Bewegung zugleich die Verrüokung des ganzen Körpers. Dem- 
gemäss ist es jetzt ganz leicht, die Lage eines bestimmten Punktes zu 
einer bestimmten Zeit zu fixiren. Man hat nur nöthig, innerhalb des 
Körpers 3 feste durch den Schwerpunkt hindurchgehende Axen anzunehmen, 
zu denen jeder Punkt des körperlichen Systemes eine unveränderliche 
Lage während der ganzen Dauer der Bewegung behält. Mithin wird die 
Bewegung des Körpers eine Bewegung dieser 3 in seinem Inneren unver- 
änderlichen Axen sein, lind diese Bewegung zerfällt in eine doppelte, in 
die fortschreitende Bewegung des Anfangspunktes, welcher zugleich der 
Schwerpunkt des Körpers ist und in eine drehende Bewegung i durch 
welche die Richtungen dieser 3 Axen verändert werden. Beide Bewe* 
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gongen werden analytisch sich durch Funktionen der Zeit und der übrigen 
auf die Bewegung bezüglichen Umstände ausdrücken lassen. Zu dem 
Zwedie^nimmt man ein festes im Räume irgendwo befindliches System 
dreier rechtwinkligen Axen an und bestimmt einmal die veränderlichen 
Coordinaten des Anfangspunktes und dann die gleichfalls yeränderlichen 
Richtungen der 3 Körperaxen, die letzteren passend durch die Winkel, 
welche sie mit den 3 im Räume unveränderlichen Axenrichtungen ein- 
schliessen. Ist dieses geschehen, so kann man die 3 Coordinaten eines 
speciellen Punktes Im Körper ^ welche auf die im Inneren befindlichen 
Axen bezogen und daher keine Funktionen der Bewegung sind, auf das 
primitive Coordinatensystem im Baume transformiren : die transformirten 
Coordinaten werden nun Funktionen der Bewegung sein und die Lage 
des betrachteten speciellen Punktes zu einer beliebigen Zeit festlegen. 

Hiemach ist man in den Stand gesetzt, die beiden besonderen Be- 
wegungen, die fortschreitende und die drehende, aus denen sich die 
körperliche Bewegung zusammensetzt, jede iär sich zu betrachten oder 
vielmehr, da die fortschreitende Bewegung des Schwerpunktes identisch 
mit der eines materiellen Punktes ist, in welchem das Gewicht des 
Körpers und die beschleunigenden Kräfte sich vereinigen, wir haben nur 
eine einzige besondere Bewegung, nämlich die drehende, zu betrachten, 
und schliesslich ist es eine rein geometrische Transformation, vermöge 
deren wir aus den beiden besonderen Bewegungen auf die zusammenge- 
setzte, welche in der Wirklichkeit statt hat, zurückkommen. Demgemäss 
ist es wohl angemessen, ehe wir weiter gehen, die Lösung dieses Pro- 
blemes der analytischen Geometrie ins Auge zu fassen, und dieses wurd 
zugleich den Vortheil haben, uns über die Bestimmungsstücke für die 
Richtungsänderungen der 3 körperlichen Axen in Klarheit zu setzen. 

§.33. 

Von der Transformation räumlicher Coordinaten. 

Jede Coordinatentransformation kann im Allgemeinen eine Aenderung 
sowohl des Anfangspunktes, wie auch der Axenrichtungen sein. Dieselbe 
kann aber immer auf 2 einfachere, die nach einander erfolgen, reducirt 
werden, nämlich eine, bei welcher der Anfangspunkt geändert wird, da- 
gegen 'die primitiven Axenrichtungen beibehalten werden, und eine zweite, 
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bei welcher der neae Anfangspunkt beibehidten Wird^ dagegta die privi- 
tiven Axenrichtungen geändert werden. Die erete Trianeformalimi vdllädit 
sich ganz einfach, indem man statt der primitiren Coordinaten ^^ y, x 
eines beliebigen Punktes die Ausdrücke 

setzt, wo a,bye die Coordinaten des neuc^ Anfängspütiktes als auf die 
primitiven Axen bezogene bezeichnen. Dagegen die zweite l'ransfonfnatioA, 
bei welcher der Anfangspunkt beibehalten, dagegen die Axenrichtungen 
verändert werden, macht bedeutend mehr SthwierlgkeiC iifid wir werden 
uivs daher mit ihr allein beschäftigen. 

Nehmen wir die primitiven Axen als aufeinander senkrecht an und 
ebenso die neuen, auf welche transformirt werden soll: so ist zunächst 
klar, dass die Aenderung in d^f Richtung aller 3 Axeii angesehen werden 
kann, als ob sie aus drei Drehungen hervorgegangen wäre, die nachein- 
arider erfolgen. 

Seien die Coordinaten des primitiven Systemes x^y^z und dasselbe 
zunächst um die Axe der z gedreht: der Drehungswinkel sei tp und die 
neüeh Coordinaten x\y*,z*. Zunächst ist nun klar, dass die 2 Ordinate 
beiden Systemen vollkommen gemeinschaftlich ist und es mithin blos 
um eine Transformation der Coordinaten in der Ebene der x, y zu thun 
ist, welche mit der Ebene der x\y' in eine zusammenfallt. Da nun die 
Axe der x' mit der Axe der x den Winkel tfj einschliesst , so folgt als 
die Gleichung der a;Axe in Bezug auf das System der x^,y' 

U' — x'tgtp={i, 

und mithin als die Gleichung der darauf Senkrechten , d. h# dei* ykie 

y* + «'«o*l^==0; 

die Abstände des speciellen Punktes y',x* von diesen beiden Geraden, 
d. b. geradezu die Coordinaten jf, x sind 



v' — X* tarb 
^1 + tg^tp 

y' + x' coitb . , . . . i ^ 
Vl + col*i/; 



und mithin haben wir für die trafisfonnirteo ^y* %* die GMobanHea: 
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Jetzt drehe man das System der x', y\ z um die Axe der x* ; der Dre- 
bungswinkel (oder auch der Winkel der beiden neuen Axen der y*' und %'' 
mit der alten) sei ^ und die transformirten Coordinaten x'*^y**,x**i so 
folgt ganz auf dieselbe Weise: 

x*^x" 

z' = X*' cos 9' — y* sin S. 

Endlich denke man sich das System xf*,y**,%*' wieder um die Axe 

der if gedreht und der Drehungswinkel sei ^ und die neuen Coordinaten 

1,1;,^. Dann findet man die Relationen 

X* zsi^costp — 71 sin ^, 
y'^^shiq^+fjdifs^, 

Substituirt man diese Wferth^ röckwärtft in einander bis in die ersten, 
so ergeben sich (olgende allgemeine Transformationsformehl : 

x^ss ^^eos-^simpsinf + eostlßcos^^ 

+ fj\ eosß^Üntffcosf '-^ eös^ftin (p \ 
+ ^ sin&sintp] 

^=3 || eosd'costpsinq) — sintpcosg}] 

+ Tj^eos d' cosip cos g) + simpsinq>\ 
+ f sind-cosip-, 
«= — ^sind'sinq> — r]sin'd'cosg> + ^cosd', 
und umgekehrt, wenn man von dem transformirten zu dem primitiven 
zurückgehen will: 

1= x^cosd'iinyßsing> + costpeos^i 

+ y\eo$^CQstlfsing>-^sin%peosm 
— s Hnd'Hngfj 
fjsz x\eosd'6ösipsing> — eosip$in^\ 

+y\eosd'Cos\lJcosg> — sintpsinq>^^ 
— M sinS'cosq); 
* f=^ et sin3'stnilß + i/sin'$'tostlJ + kcös^. 



— 152 — 

Die geometrische Bedeutung der Winkel tff^ ^, q> stellt sich nach dem 
Vorhergehenden leicht fest. Der Winkel ^ ist der Neigungswinkel der 
Ebene der ^ gegen die Ebene der xy^ die Winkel rfß und q> dagegen 
sind die Winkel, welche die Durchschnittslinie der beiden genannten 
Ebenen mit den Axen der x und ^ einschliesst. 

Man kann dieselben Transformationsformeln auch noch in anderer 
Weise darstellen. Seien die Cosinus der Winkel der Axe der x mit den 
Axen der |, 17, ^ bezüglich a, h und e , ferner der Axe der g mit den- 
selben Axen a\ b' und e\ endlich der Axe der x mit wiederum denselben 
Axen a", V und e"i so folgen die Transformationsformeln : 

y^a'^+Vf] +c'?. \ (1) 

Der Beweis dieser Formeln ist sehr leicht. Zufolge der Bedeutung, 

welche a^h^e haben, ist z.B. 

. a* + M + c»=al 
und 

a^+hrj + e^^O 

geradezu die Gleichung der Ebene der y, x in Bezug auf das System der §, y], ^; 

mithin, wenn wir unter $, 3/, ^ die Coordinaten eines beliebigen Punktes verstehen, 

wird nach einem bekannten Theoreme der analytischen Geometrie der Abstand 

dieses Punktes von der genannten Ebene, d. h. geradezu unsere Abscisse x^ 

Die Grössen a, &, c etc. sind nicht vollständig unabhängig von ein- 
ander; denn ausser den Gleichungen 

a* +6» +c» =3j, I 
a'i +6'i +c'» =1, > (2) 

existiren noch 3 weitere Gleichungen» welche ausdrucken, dass die 3 
gegebenen Axen sich unter rechten Winkeln schneiden, nämlich 

ad' + bV + cc' =: 0, 1 

aa'' + bb" + ec" = 0, ) (3) 

aV' + 5V + cV'=0. / 
Diese 9 Bedingungsgleicbungen gestatten noch eine andere Form ; nimlieh 
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die AxeD der ^, fj, ^ schliessen mit den Axen x, y, % offenbar Winkel eh, 
deren Cosinus respective a^a'a!') h,h\b"\ CjC\c'^: mitbin folgt 

ft* + 6'*+d"> = l, ( (4) 

und 9 weil die Axen der $, 17, ^ einander gleichralis rechtwinklig scbneiden, 

ae + ü*c' + a**e" = 0, \ (5) 

5c + 6 V + 6"c" = 0. ( 
Kehrt man mit Berücksichtigung dieser 6 Bedingungsgleichungen die 
obigen Translormationsformeln um, d.h. sucht die Formeln, welche für 
den Rückgang von den transformirten zu den primitiven Coordinaten 
dienen , so folgt 

^ f]=hx + h'y + h'% } (6) 

S= cx + c'y + e"z, 
welche übrigens auch aus bioser Analogie mit den vorhergehenden For- 
meln augenblicklich fliessen, wenn man die Bedeutung der Coefficienten 
gehörig berücksichtigt. 

Sehen wir nun zu, in welchem Verhältnisee unsere 2 Methoden der 
Transformation stehen, so ist von vorn herein anzunehmen, dass sie 
notbwendig im Resultate übereinstimmen) mithin folgen für die Coef- 
ficienten a, h, e, a! u. s. w. folgende Werthe : 

C08 d^sin tp iin g> + eosxp cos q>, 1 
tosd'sintpca8g>'^co$xpsinq>j 
tind'iin'ip, 

cosd' cos ip8inq> — sintp cos 9), 
coi^eoitf)co$q> + Sinti) iirnp, ) (7) 
c^ = sin&costp, 
0"== — sin'9'sinq>, 
h" S3S — sind' cos fpj 
c"= cosQ', 

so dass sie schliesslich auf 3 arbiträre Constanten zurückführen. Dies 
ist in Uebereinstimmung mit den 6 Bedingungsgieicbungen, welche zwischen 
den 9 Cosinuscoefficienten a^h^c, a\h*,c', a'^i"&' eintreten, vermöge 



a =2 
h = 
e =s 

5^ = 
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Adren niaA » Aatöb im Allgenidiivdii wiUküHicb atine^^n iktt vM dinm 
die übrigen 6 ab Funktionen dieeer 3 aasdrflck^n kann. 

Aus den Formeln (7) Uesen ricli noch die folgenden Relationen 
zwischen den CosinuscoefBcienten herleiten, welche im Folgenden An- 
wendung finden: 

6«a'V— aV, \ (8) 

h'=^ae'' — a% ^ (9) 

af' =±: ftc'— 6V, 
b'':=a'e—ae', 5 (10) 

§. 34. • 

Allgemeine Bestimmung der Rotationsbewegung. 

1) Betrachten wir nun die drehende Bewegung eines Körpers und 
sehen zu, wie wir die Bestimmung der bezeichneten 3 arbiträren Con^ 
stauten erlangen. Zu dem Zwecke nehmen wir jedoch noch eine kleine 
Umformung unserer 3 Rotaüonsgleicbungen vor, welche dadurch bedingt 
ist« dass wir es jetzt nur mit einem einzigen Körper za tbun haben, den 
wir uns als ein System von fest mit einander verbundenen materiellen 
Punkten denken. Da demzufolge die einzelnen Massen m zu Massenele- 
menten werden, so ist es angemessen, das Summenzeichen durch das 
Integralzeichen zu ersetzen und letzteres auf das Massenelement dm zu 
beziehen. Hierdurch werden die 3 Botationsgleiebungen , wenn man sie 
in derjenigen Ordnung nimmt, in welcher sie die auf einander folgenden 
Drehungen um die Axen der Xy'y,z anzeigen: 
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dM GNMs^n JÜ, JT, Jl^ bedeuten hier die Summ« d^r Moment« der Kräfte» 
welche auf jedes Element des Körpers wirken. Multiplicirt man diese 
8 Gleichungen mit di und integrirt, so ergiebt sich 



yv^*.=y. 




%dx — 




/*^'-=/* 



Beziehet wir jetzt die Coordinaten x,y,s der KSrperpunkte niclit 
mehr auf ein willkürlich im Räume angenommenes Coordinatensystem, 
sondern nehmen im Inneren des Körpers 3 leste Axen an und setzen 
die transformirten Coordinaten gleich lii^i^: s« haben wir für x,yjX die 
in dem vorigen Paragraphen angegebenen Substitutionen tu machen imd 
erhalten, wenn wir bemerken, dass die Coordinaten |, i;»^ utiabhängig 
von der Zeit sind, dagegen die Cosinuscoefficienten a, 6, c u. s. w., welche 
die Lage d«r 3 körperiichen Axed im Rabme festlegen , mit der Zeit 
sich verändern, zunächst an Stelle der ersten Gleichung: 

a'da"~a"d a' ^ , Vdb" — b"db' , , e'de'—c"de' ^ 
dt ^ + di ' + dt ^ 

,a'db"—b"da' + b-da"—a"db' ^ , a'de"—e"da'+e'da"—a"de'^ 

+ ^ §^+ — — — &i 



A 



■/• 



üadl hier kommt, w«na wir an Stelle der Gröfcsen «', ä", 6', Ä", c', c'' die- 
jenigen Ausdrack^ setzen, weldie in d4$fi aieicbutfgen (8), (9), (10) d^s 
▼ewigen Paragi»«|riieii stehen, t)Br dasjeffige, Was iMfef deth Ifitegralzöichäü 
linker Hand steht: 

+ A(«"*" + c'd6')-^#(d''d5"+«'«0 \ 

^ - — '- ^ - - • - ' — t) 

dt ' 

. • (a"^' + a'de') — a {V'dt/" + Vdc') ^ 

dl ^ 



+ 
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c (k"M" + h'db' — a"ia" — a'da^) — b {c"ih" + e'<»')+ « («"«Ja"+eVo') 



dt "' 

, 6(o"A»" + o'da'— e"«fc"— e'dc') — a(6"da" +6'da')+c(6"ic"+6'dc') t^, 

+ _ K 

a (c"dc" + c'de' — 6'W — ft'dftO — « {a"de" + o'<lc')+ 6 (o"<tt"+o'<»0 ,. 



+ 



Setzt man nun der Kurze halber und dann auch, weil diese Hülfs- 
grössen später eine sehr wesentliche Bedeutung erhalten, 

!cdh + e'db' + c"db**—— hie — h'dc' — l/'de'' =:pdt, 
ade + aW + a"ic''^—eda—c*da'—c"daf*=^qdi, 
bda + b'da' + 6"dtt"= — adft— a'd6' — a"(»"=r(ft' 
und berücksichtigt die aus den Gleichungen (4) des vorigen §. folgenden 

Differentialgleichungen : 

a''da" + a'da' + ada—{i, 

h'^db'' + b'db' + bdb:=zQ, 

e^'d^' + rfde + cdc = ; 
.60 bekommen wir 

tixdi—bda^-^rbijidi^cda)^ . a(fdi--edb)^t{rdi^adh) . 

äT \ — ^ + "Ä ' 

»(y(ft— a<lc)+a(pdi+5dc) c.^ c(— Mfe+a<to)— &(pdi— cdfe)— a(gdl+c<ltt) g 

di ^ *^ tf< 

6 (— ada + cd«) — a{rdi— bda) — c (pA + bdc) j.*. 
+ j^ S 

g (>- cdc + 6d6) — c (gd< — ade) — b (rdl + adb) ^ 
■*■ dl '^ 

oder endlich, wenn man so viel als möglich gegen einander aufhebt: 

(cr + bq)^+iap + cr)7j^ + ibq + ap)^^ 

— Ibp + aq) ^—{ar+ep) ^^ — {eq + br) rj^. 

Dieses vorausgesetzt geht jetzt unsere Integralgleichung, nachdem noch 

einige. kleine Transformationen vorgenommen und die Grössen p, g^r ah 

von der Masse unabhängig vor das Integralzeichen gesetzt sind, in die 

folgende über 

«jp/(i7*+ £*)dm— g yiiydm-r /|£dii 
+ h\q/(P+^)dm—r/f]^din^p/^dm^ \^ ß Udl. 
+ c^r / (P + 7]^)dm—p / Uäm — q / fl^d^ 
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Schon während man diese Reduction vornahm, wird man bemerkt 
haben, dasd allemal je 3 in Beziehung auf ^,17,^ gleichartig gebildete 
Termen sich aus einem einzigen durch einfache Versetzung der Indices 
herleiten Hessen. Ganz dieselbe Bemerkung wiederholt sich in grösserem 
Massstabe, wenn wir in analoger Weise die Ausdrücke 

zdx — xdz , xdy — ydx 
di " dl 

redudren. Die Coefficienten von den Grössen ^, tj^ u. s. w. werden 
geradezu aus den gleichnamigen Gliedern des Ausdruckes 

ydt—zdy 
di 

durch eine überall gleichmSssig eintretende Erhöhung der Indices erhalten 
und mithin, da p,q^r symmetrische Funktionen der Indices 0,1,2 sind, 
werden die 3 Klammern, welche auf der linken Seite der vorigen Glei- 
chung in a, 5, c multiplicirt sind , gleicher Massen auch in den beiden 
anderen reducirten Rotationsgleichungen vorkommen. Setzen wir daher 
grösserer Kürze halber 



(2) \ 0= 






-r I (^+rj^)dm—v f^ld'i^ — q iril^dm) 



so nehmen die 3 Gleichungen der rotirenden Bewegung folgende einfache 
Gestalt an: 



fl P + ft 0+c 



a'P + ft'0 + c 



R— i U dt, 

'R:sz iU'dU 



Dm aus diesen Differentialgleichungen die Grössen a, h, e, af u. s. w« 
lu eliminiren, differentiire man diese Gleichungen, wodurch 
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w di 4t d< dl df 

^da' ^ dP dh* , dO de' dÄ ' 

dt dt ^ dt dt dt dt 

erhalten wird. Diese Oifferentialglelcbungen mulüplicire man, die erste 

mit a, die zweite mit a', die dritte mit a" und addire die Produkte 

zusammen: es kommt 

ada +a'da' + a"da" „, , , , « , ,,^dP, adb + t^db' + a"db" ^ 
P+ (a»+a'« + a"«; - + j^ Q 



//..«x ^Q , <^^ + «'<*«' + »"de" 



+ (oft + a'h' + a"b"} ^ + „ . , ,. ^ 



.«.«. <** 



+ (ae + oV+oV) ^=«Ä + o'Jf+o"*", 

und diese Gleichung kann wegen der Relationen: 

ada + a'da' + a"da" . <i(a*+a'»+»"*) ^ 
Ä = * Ä = •', 

5 ♦•. 

<w:+aV+aV'?=0, 

t 

ade+a'de'+a"de" 
S 9 

geschrieben werden» wie folgt: 

(3) ^—rQ + qR = ojr+a'Jf + a"*"- 

Man multiplizire ferner die nämlichen Differentialgleichungen nach einunder 
mit hf b'y V und addire die Produkte : es resultirt 

(4) ^ — pÄ + rl»= 6Jf + h'M' + V'U". 

Endlich multiplizire man wiederum dieüelbefli Differentialgleichungen der 
Reihe nach mit c, c', c" und addire die Produkte , so wird 

(5) ^^^p + pg-=cj^+c'j|f/ + c"j|'', 

Di^se 3 CUeicliuagw hMtimoien^ die Rotati<iiQ»bewfgiing volkttedig« Ihre 
Integration gi^ die W^rthe von t^q^r wA .fiubi^titttirt Awa idi^fielben ift 



I 

die Gleichungen (1), so folgen schicklidi durch deren Integration 3 Be- 
dingungsgleichungen zwischen den Cosinuscoefflcienteu a, 5, c, a* u. s. w., 
vermöge deren letztere als Funktionen der Zeit erscheinen und welche 
zusamnen mit den 6 Bedingungsgleichungen des vorigen Paragraphen 
diese Grössen vollständig bestimmen. Mithin kennt man fdr jeden Augen- 
blick die Richtungen der im Körper festen, aber mit dem Körper bew«gliehen 
Axen der $, 17, ^, und damit ist audi die Lage jedes beliebigen speciellen 
Punktes im Körper in jedem Augenblicke bestimmt, weil dessen Lage zu 
Jenen 3 Axen von der Bewegung unabhängig sich feststellt. 

2) Bei der grossen Rolle, welche die Hqlfsgrössen p, 9, r bei der 
Vereinfachung unserer Bewegungsgleichun^en gespielt haben, dürfte es 

« 

nicht unangemessen scheinen, nach ihrer realen Bedeutung zu forschen. 

Der ganzen Anlage unserer Entwickelung liegt die Voraussetzung zu 

Grunde, dass jede Drehung unter allen Umstanden die Drehung um eine 

gewisse Gerade sein müsse; es wird zunächst die Frage erhoben werden^ 

welches die Gleichungen dieser Geraden seien. Dies hält nicht sdiwer. 

Die wirkliche Geschwindigkeit setzt sich zusammen aus den Rotationsge- 

schwindigkeiten 

im dfß dz 

und dt«sdben vermöge der Goordinaten ^, 9/, ^ ausgedrückt sind : 

yfena. nm di» Umdretuing um esine Clerad« «rfolgt. »« ist im picht 
aoiJAi:« mögliob, «ie wwn stoiiiitJiiG))« Pmtkte. ruheo, d. h, iifi tiflacbnu- 
dighüt « babw, and all« ^ Puoltfe, weHi« «o der P«ew«g«c^ keja«a 
Thfol li«t)(ia., m4s»w auf im»f GeradieQ «atb^^to« süa, Ihr« tiieietongan 
wiertjkm. df4>«r im^ dip Aim«hqie 

-=0 ^-0 ——0 
edialtcii ^nkn; d. h. es ftlgeo als solche 



— 160 — 

§<«a' +7jdl/ +^dc' =0, 

Jda" + fjdb'' + Sdc" = 0. 

Multipliiirt man aber diese 3 Gleichungen der Reihe nach mit c, c\ c" 

und addirt die Produkte, so folgt, wenn man ausser den Gleichungen (1) 

noch berücksichtigt, dass man 

cdc + c'dc' + c''dc"»0 
hat, 

Multiplizirt man ferner die nämlichen 3 Gleichungen der Reihe nach erst mit 
5, (', b'' und dann mit a, a^ a" und bildet die Summen zuerst der 3 ersten 
Produkte, und dann der 3 letzten Produkte, so wird weiter in ähnlicher Weise 

r^-pC = 0, 

Diese 3 Gleichungen, von denen jede 2 aus der dritten folgen, stellen 
eine gerade Linie dar> die durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht 
und um welche der Körper rotirt. Da ihre Lage von den Coefficienten 
p,q,r abhängt, die im Allgemeinen mit der Zeit zugleich variiren: so 
folgt, dass diese Gerade von einem Augenblicke zum anderen sich ändert, 
so jedoch, dass sie niemals aufhört durch den Mittelpunkt der Drehung, 
welcher der Anfangspunkt der Coordinaten ist, zu gehen« Aus diesevi 
Grunde heisst sie die momentane Drehungsaxe und die vorste- 
henden 3 Gleichungen sind die Gleichungen ihrer Projektionen auf den 
3 Coordinatenebenen. Die Hölfsgrössen p, q, r. haben jetzt eine bestimmte 
dynamische Bedeutung, sie sind nämlich den Cosinus' der Winkel pro- 
portional , welche die momentane Drehungsaxe mit den Axen der |, 77, ^ 
einschliesst. 

Für die Umdrehungsbewegung eines Körpers um einen festen Punkt 
folgt hieraus zunächst, dass sie zu einer speciellen Zeit um diebetreffende 
spedelle Lage der bezeichneten Axe istattfindet und dieselbe muss wäh- 
rend dieses Momentes als unbeweglich angesehen werden. Weiter ent- 
steht nun die Frage, wie man sich die Geschwindigkeit einer 
derartig rotirenden Bewegung zu denken habe. Zu dem Zwecke 
müssen wir zu der gleichförmigen Rotationsbewegung um 
eine feste Axe zurückgehen. Bei einer derartigen Bewegung werden 
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die einzelnen Punkte des Körpers Kreise beschreiben, deren Ebenen senk- 
recht gegen die feste Axe und deren Mittelpunkte sich auf eben dieser 
festen Axe befinden. Zugleich werden wegen der festen Verbindung der 
materiellen Punkte, aus denen der Körper sich zusammensetzt, alle Punkte 
in einer und derselben Zeit um denselben Drehungswinkel auf den bezüg- 
lichen Kreisen fortrücken, oder mit anderen Worten, sie beschreiben in 
gleichen Zeiten ahnliche Bj5gen, so dass die zugehörigen Centriwinkel 
einander gleich sind; ihre Geschwindigkeiten werden daher zu derselben 
Zeit ihren Abständen von den Axen proportional sein. Demgemäss, wenn 
man die Geschwindigkeit irgend eines beliebigen Punktes kennt, so ist 
diejenige aller übrigen Punkte gleichfalls .bekannt. Am zweckmässigsten 
ist es hierbei Ton der Geschwindigkeit eines solchen Punktes auszugehen, 
dessen Entfernung von der Drehungsaxe durch die Einheit gemessen wird. 
Diese Geschwindigkeit, d. h. der Bogen, den der erwähnte Punkt in der 
Einheit der Zeit beschreibt» heisst die Winkelgeschwindigkeit der 
drehenden Bewegung und wird gewöhnlich mit (o bezeichnet. Ist der 
Abstand irgend eines anderen Punktes von der Drehungsaxe der bekannten 
Grösse r gleich, so ist der Ausdruck für dessen absolute Geschwindigkeit 
rta und umgekehrt, man kann immer aus der absoluten Geschwindigkeit 
die Winkelgeschwindigkeit erhalten, indem man die erstere durch die 
Distanz des betrachteten Punktes von der Axe dividirt. Die Winkel- 
geschwindigkeit wird demzufolge die verschiedenen gleichförmigen Rota- 
tionsbewegungen vollkommen charakterisiren und unterscheiden. 

Ganz ebenso, wie wir den Begriff der Geschwindigkeit von der 
gleichförmig geradlinigen Bewegung auf die ungleichförmige Bewegung 
übertragen haben, werden wir auch jetzt verfahren können. Wenn der 
Körper noch um eine feste Axe rotirt, aber eine ungleichförmige Rota- 
tionsbewegung hat, so versteht man unter deren Winkelgeschwindigkeit 
die zu jeder Zeit durch die Trägheit sich fortpflanzende gleichförmige 
Winkelgeschwindigkeit, welche ohne die Fortwirkung der beschleunigenden 
Kräfte in der wirklichen Bewegung unverändert fortbestehen würde. - Da- 
gegen wenn die rotirende Bewegung überhaupt nur um ein festes Centrum 
eintritt, so wird man unter der Winkelgeschwindigkeit zu einer bestimm- 
ten Zeit diejenige Winkelgeschwindigkeit verstehen, mit welcher das System 

um die momentane Drehungsaxe wirklich in Folge der Trägheit rotiren 
HI. 11 
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wurde, wenn nicht deren Richtung durch die Fortwirkimg der beschleu«- 
nigenden Kräfte abge.ändert würde. 

Beiläufig nag noch benaerkt werden, dass man, in Uebereinstimmung 

mit dem Begriffe der Winkelgeechwindigkeit, wie wir ihn an einer anderen 

Stelle aufgestellt haben» auch hier die Winkelgeschwindigkeit ab die 

Winkelgrösse definiren kann, welche der Radius in der Einheit der Zeil 

(immer unter der YorausseUung einer gleidiförraigen Bewegung um eine 

feste Axe) durchlaufen würde und diese Form der Erklärung bietet des 

I Vortiieil, unmittelbar durchblicken zu lassen, dass die Winkelgesohwin* 

I digkeit für alle Punkte des rotirenden Körpers dieselbe ist. 

I Um den Ausdruck der Winkelgeschwindigkeit sich zu bestimmen, hat 

man zu Folge der vorhergegangenen Erörterungen die absolute Gesdiwin- 

digkeit eines Punktes zu suchen und dieselbe durch seiften Abstand von 

der ynomentamen Drebungsaxe zu dividiren. Wählen wir den Punkt, dessen 

Coordimiten 

I sind, so wird wegen der obigen Ausdrücke für die Seitengcschwindig- 

^ . dx dy dz 



fldxX^, /dy\^^ JdzY /'dc^ + dc'^ 



+ dc^+dc''^ 
d(* 

Nun ist aber 

— pdt = Wc + h'dc' + V'de'\ 

qdl = ade + a'dc' + n"dc" ; 
mithin folgt 

(P -tq ) j +2(aa'+W)dcdc'+2{aa''+bh'')dcdc''+2(a'a''+b'b")dc'dc" 

(1 — c^) de» + (1 — c'^)dc'^ + (1 — c"2) dc"^ 
— 2cc' de de' — 2cc" de de'' — 2c' c" de' de'' 

= dc» + dc'» + de"»— (cdc + r'dc' + c"dc")» 
= dc» + dc'» + dc"», 
imd unser Geschwindigkeitsausdruck wird jetzt einfacher : 



/(s)'+(ir+(^)=v? 



+ g^. 



Nun ist der Cosinus des Winkels, den die momentane Drebungsaxe mit 
d^ Axe der z einschliesst, 
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r 
und mithin der Sinus dieses Winkels 



/^ 



yl J«2-L«l 



P* +.g* + r» Vp^ + g* + r» ' 

also die Distanz des gewählten Punktes Ton der moineDtanen Drehung»*- 
axe eben diesem Ausdrucke gleich, da die Hypotenuse des rechtwinkligen 
Dreieckes, in welchem sie euthaUen ist, gleich der Einheit angenommen 
wurde. Die Winkelgeschwindigkeit ist der Quotient dieser Dislanz in die 
absolute Geschwindigkeit und es folgt daher jet£t einlach: 

Ol = ^jp* + g* + r*. 

Hiernach stellen sich die Huirsgrössen p, q, r als die rechtwinkeligen 
Seitengeschwindigkeiten der Umdrehungsgeschwindigkeit co dar und Qber 
die Lage der momentanen Drehungsaxe lässt sich jetzt folgender Satz 
aussprechen: Die Cosinus der Winkel, welche die momentane 
Drehungsaxe mit den Axen der ^i;,^ einschliesst, sind den 
gleichnamigen rechtwinkligen Seitengeschwindigkeiten 
der Winkelgeschwindigkeit €o proportional. 

* Die Cosinus der Winkel , welche die Axe der ^ mit den Axen der 
Xjy,% einscMiesst, sind a^a'a**] mithin ist der Ausdruck 

d^ . i dt/ . ,, dz 
dt ^ di^ dt 

die in der Richtung der | stattfindende Geschwindigkeit und analog sind 
die Ausdrücke 

dl ^ dt^ dt' 
dx ,dy f dz 

"Ä + ^äl + ^äF« 

die in den Hichtungen der tj und ^ stattfindenden Geschwindigkeiten. 

Substituirt man in diese Ausdrücke dieWerthe von Ti "r 9T ^^d macht 

di dt dt 

dieselben Reduktionen noch einmal, welche wir schon früher leinmal vor- 
genommen haben ^ als wir die erwähnten Seitengeschwindigkeiten als sich 
annullirend annahmen: so ergiebt sich 
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man sieht also, dass die 3 Ausdrücke: 

deren AnnuUation die momentane Drehungsaxe bestimmt, ffir irgend welche 
endlidie Werthe die Geschwindigkeiten ausdrudien» welche der Punkt 
§7]^ in den Richtungen der §,tjjX bezfiglich erhilt. 

8- 35. 

Von der Bestimmung der Hauptaxen und der Trägheits- 
momente eines Körpers. 

1. Zufolge der vorhergehenden Erörterungen ist es für die Betracht 
tung der zusammengesetzten Bewegung eines Körpers von "V^chtigkeit 
erst die Bewegung seines Schwerpunktes, welche immer auf die eines 
freien Punktes zurückgeführt werden kann, und dann die rotirende Be- 
wegung, welche um den Schwerpunkt herum stattfindet, für sich abge- 
sondert zu untersuchen* Hiernach liegt es sehr nahe, den Anfangspunkt 
der 3 festen im Innern des Körpers befindlichen Axen als in den Schwer- 
punkt hineinfallend anzunehmen, oder analytisch ausgedrückt die 3 Glei- 
chungen : 



/|dm= 0, /»/dmrr 0, /^dm = 



zu setzen. Aber es lassen sich durch den Schwerpunkt immer noch 
unendlich viele Systeme rechtwinkliger Axen legen, zwischen denen die 
Wahl gleichmässig freisteht, und damit ist die Untersuchung herbeige- 
führt, ob unter diesen unendlich vielen Systemen nicht vielleicht ein 
specielies für die Rechnung besondere Yortheile gewähren sollte. Um 
dieses zu entscheiden, betrachte man die Hülfsgrössen P, 0, R des vorigen 
Paragraphen; dieselben hängen ab von den Integralen 



/ ^dm, i S^dm, i fj^dm. 
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/(,« + ^) dm^ßl^ + I») <fn> .ßi^ + f *) dm 

und diese sind für die 3 Rotationsgleicfaungen, in denen jene Hulfs- 
grossen auftreten, geradezu arbiträre Constante, weil sie von der Zeit 
vollkommen unabhängig sind. Demgemäss liegt der Gedanke auf der 
Hand, daäs wir die 3 ersten der genannten Integrale so bestimmen» dass 
sie sich annulliren; dies giebt 3 Bedingungsgleichungen und es ist nur 
die Frage, ob ein System dreier rechtvrinkliger Axen existire, für welches 
diesen 3 Bedingungsgleichungen unter allen Umständen Genüge geschehe. 
Die primitiven Axen seien wieder die der x.y^t und es soll unter- 
sucht werden , ob nicht 3 andere Axen (die der ^, 77, ^) existiren , für 
welche die Gleichungen 

/^dm = 0, /5Sdm=0, /iy^dm = 

befriedigt werden. Setzt man zur Abkürzung 

X^^xeostp — ysinxp, 
Y=xco$9tintp -{-ycoid-eosip — Xiind; 

so gehen die 3 Transformationsformeln des $. 33 in die einfachem über : 

§ssTiinq> + Xeoig>, 
t] sc Yco8 g> — Xsin y , 
^=z X sind' sirnfj + y sin-d-hoarp + z coi -d-, 

und vermittelst Substitution dieser Werthe werden unsere Integralglei* 
chungen, wenn man berücksichtigt, dass die Winkel ^, g>, tp von m unab- 
hängig sind: 

(1) Hn2q> /(X^ — r^)dm—2eos2q> /xYdm=iOy 



sin g) / Y^dm + cos q> iX^dm^ 0, 
eosg> i Y^dm — sing> i X^dm^=^0» 



Eliminirt man aus den beiden letzten Gleichungen den Integralausdruck 
im ersten Gliede, so folgt 

(2) 



2)/x^dm-fi, 
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und eliminirt man den Integralausdrudi im 2ten Gliede, 8o folgt: 

(3)/F^dm=0. 



i) iY^dm^^ 



Aus der Gleichung (1) erhält der Winkel (p seine Bestimmung als 
eine Funktion von ^ und ^p; die beiden Gleichungen (2) und (3) ent- 
halten die Bestimmung von ^ und tp* Um dieselhe auszuführen, setze 
man darin statt X und F ihre Werthe, so lolgt, wenn man der Ab- 
kärrung halber: 

I x^ dm=^ i y^dm=^ y\ i z^dm=z %*, 

I yi dm = a?", / xzdm^ y", I 3sydm=^ %" 
setzt, J J J 

(4) m^l«"(co«*i/; — sin^ip) + (»' — y^)tin\pcos'kp 

(5) $in2d'\x* sin^rp-\-2z*'sin\l)co8\l) + yUos^xff — z'\ 

+ 2 CO« 2^|y ml/; +a>"co5V^ 1=0. 

Zieht man nun aus (4) den Werth von ig& und aus (5) den Werth von 
1^2^, substituirt diese Werthe in die Formel 

und setzt der Kürze wegen noch 

t9rp=^u, 
also 

. . ^ . 1 

so findet man 

2 V l+u^{y'' u + x'') 2 ^T+u^(y''--x%) ^z"! 1— u 2)+(a;'— j/') uj 

oder, wenn man mit 2^1 + u^ dividirt und die Nenner fortschafft: 
p(l~u2)+{x'-y)ttjn^'^l-u2)+(a?'-y)ujjy'u+y' 
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Diß in den eckigen KlamiiMrn stehende Grdsse läast sich nach mancherlei 
Reduction als ein Produkt zweier Faktoren darstellen , wie folgt: 

und wenn man nun den allen Gliedern der Gleichung gemeinschaftlichen 
Faktor l + u* heraushebt, so resultirt 

eine Gleichung, die in Bezug auf u vom dritten Grade und daher we- 
nigstens Einen reellen Werth für diese Grösse ergeben, muss. Man sieht 
aber leicht ein, dass auch die beiden anderen Wurzeln reell ausfallen 
müssen. Denn u bedeutet die trigonometrische Tangente eines gewissen 
Winkels, dessen Lage sich bestimmt, wie folgt: Man wähle sich eine 
beliebige Coordinatenebene des alten Systemes und suche deren Durch- 
schnitt mit der gleichnamigen Coordinatenebene des neuen Systemes; 
diese Durchschpittslinie schliesst mit einer der in der gewählten Coordi- 
natenebene enthaltenen Axenrichtungen den gesuchten Winkel ein. Man 
erhält mithin eine dreifache Bestimmung des gesuchten Winkels, je nach 
der Coordinatenebene, von der man ausgeht. Wir haben zufolge der in 
§. 33. getroffenen Uebereinkunft die Ebene der xy als Ausgangsebene ge- 
wählt, wir hätten aber mit dem gleichen Rechte eine der beiden anderen 
Coordinatenebenen wählen können. Unsere Analysis umfasst daher gleich- 
massig alle 3 Fälle und das ist nicht anders möglich, als wenn die sämmt- 
lichen Wurzeln unserer cubischen Gleichung reell sind. 

Nehmen wir nun eine dieser Wurzeln als den Werth von igtp, so 
folgen daraus 2 Werthe von ip, die von einander um die Grösse 7t ver- 
schieden sind, und die offenbar durch die beiden Partieen bedingt sind, 
in welche die Durchschnittslinie durch den Anfangspunkt getheilt ist. Für 
tgS- ergeben sich alsdann aus der Gleichung (4) wegen der Wurzelgrösse 
^l+tt2 zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe, welche den beiden 
Partieen entsprechen, in welche die Ebene der ay durch die erwähnte 
Durchschnittslinie getheilt wird. Jeder dieser beiden Werthe giebt 2 um 
7t verschiedene Winkelwerthe für ^; dieselben entsprechen den beiden 
Hälften, in welche die Ebene der §ri durch dieselbe Durchschnittslinie 
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getheilt wird. Nachdem %p und ^ bestimmt sind, hfilt es nicht schwer, 
aus der Gleichung (1) die Bestimmung von q> zu erhalten und gelten 
rücksicbtlich der verschiedenen Wertbe dieser Grtoe die eben gemachten 
analogen Bemerkungen. 

Auf jeden Fall ist jetzt die Möglichkeit nachgewiesen , die 3 Axen im 
Inneren des Körpers so zu legen» dass den Bedingungsgleichungen 



|ydm=0, /^?dm==0, /i??dm==0 



Genüge geschieht und wir werden von jetzt ab unter dem Axensystem 
der 1, 7], ^ immer ein solches verstehen , bei welchem dieselben zutreffen. 
Ein solches Axensyslem heisst das System der Hauptaxen 
des Körpern, und es erhellt aus dem Vorigen, dass im Allgemeinen 
nur ein derartiges System exisürt; denn unsere obige cubische Gleichung 
mit ihren 3 reellen Wurzeln bezieht sich blos auf die dreifache Manier, 
in welcher man die Lage des gesuchten Systemes in Bezug auf das ge- 
gebene System der Coordinatenaxen festlegen kann. Indessen giebt es 
specielle Fälle, in denen unsere Gleichungen zwischen q>^ip,& identisch 
werden, und «in denen eine unendliche Anzahl der Systeme von Hauptaxen 
existirt. Indessen, um uns hierbei nicht zu lange aufzuhalten, werden 
wir diese Fälle weiter unten auf einem indirekten Wege uns herleiten. 

2) In den Ausdrücken des vorigen Paragraphen für die 3 Hülfs» 
grossen P, Q, R kommen im Ganzen 6 Integrale vor. Von diesen werden, 
wie wir eben gesehen haben, bei einer passenden Wahl der Coordinaten* 
axen, drei sich annulliren; die übrigen drei dagegen haben einen be-, 
stimmten endlichen Werth und drücken die Summen sämmtlicher £Ie- 
miente des Körpers multiplizirt in das Quadrat ihrer Entfernungen von 
der betreffenden Axe aus. Wegen ihrer Wichtigkeit fuhren sie den be- 
sonderen Namen von Hauptmomenten der Trägheit und werde^ 
zur Abkürzung, wie folgt, bezeichnet: 



=/ 



(>?* + S*) am, 



'ß. 



B= /(§*■{• ^) im, 



'fi 



C= i (§'+rP)dim. 
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Dem analog yersteht man in voller Allgemeinheit unter dem 
Trägheitsmomente in Bezug auf eine gewisse Axci die 
Summe sämmtlicher Produkte, welche entstehen, wenn 
man jedes Element des Körpers in seineEntfernung multi- 
plizirt. Mithin existiren in jedem Körper unendlich viele TrSgheits« 
momente; dieselben lassen sich aher sämmtlich in einfacher Weise ver- 
möge der Hauptmomente der Trägheit ausdrücken. Um dieses zu zeigen, 
betrachten wir zuerst ein Trägheitsmoment, dessen Axe in dem Abstände 
a irgend einer durch den Schwerpunkt gelegten Axe parallel läuft, und 
nehmen an, dass das Trägheitsmoment in Bezug auf letztere Axe bekannt 
sei. Ebendieselbe möge zur Axe der % und der Schwerpunkt zum An- 
fangspunkt der Goordinaten gewählt werden: so ist das Integral, dessen 
Werth das bekannte Trägheitsmoment giebt: 



/i^^+y^)dm. 



Möge nun unsere Parallele die Ebene der x,y in einem Punkte durch- 
schneiden 9 dessen Goordinaten a und ß sind, so folgt 

a^^a^ + ß^ 
und der Ausdruck för die Entfernung irgend eines Punktes von der Pa- 
rallele wird . 

(o? —«)» + (y —/?)*«=«* + y* — 2«« —2/?a? + a' 

und mithin. wird das gesuchte Trägheitsmoment 

/ {x* + y^^2ax—2ßx + a^im:== / {x^+y^)dm—2a / xdm 

— 2ß/ydm + a^/ämy 

oder, da, wenn die Masse des ganzen Körpers mit M bezeichnet wird, 

dm=:Jtf 

und in Folge der bekannten Eigenschaft des Schwerpunktes 


ist, einfacher 



ß 

Eigens 

/irdm=:0, i ydm^=- 
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es wird mitbio gelunden, wenn maD zu dem bekaDoteo TrägheiUmomenie 
d«8 Produkt der Mas3e des Körpers in das Entfernuogsquadrat der beidao 
Parallelea binzuaddirt« 

Weiter wollen wir die 3 Hauptmomente der Trägheit als gegebeo 
amiekmeii, und zeigen, wie man vermöge derselben das Trägheitsmoment 
in Bezug auf eine beliebige durch den Schwerpunkt gehende Gerade be- 
stimmen könne. Transformiren wir das Hauptaxensjstem der ^> rj, ^ in 
das Coordinatensystem der «,y, i;, dessen lAxe die gegebene Gerade und 
dessen Anfangspunkt wiederum der Schwerpunkt ist, so ist das gesuchte 
Trägheitsmoment 

C'«/(«» + y»)dm. 



:'«/(«» + ylj 



Nun ist zu Folge der Transformationsformeln 

mithin 

+ 2(a&+a'ft')^+2(ac + aV)?C+2(ftc + ftV)i;?, 
oder mit Zuziehung der Formeln (2) und (5) in §.33 

— 2a"b" ^rj - 2a"c" $^ — 26"c" 7]^. 
^enn man diese Gleichung integrirt, so folgt mit Rücksicht darauf, dass 
man die Gleichungen 





hat, 



/^ridm == 0, jfi^dm = 0, /rj^dm == 



oder, wenn man die Winkel, welche die Axe der z mit den Axen der 
I, 7], Z einschliesst, durch die Buchstaben a,/7, / bezeichnet: 

/(x^ + y^)dm—8in^afpdm-'Sin^ßrt]^dm+ f^dm 

oder endlich, da man in Folge der Bedeutung von A^B.C leicht nach- 
weisen kann, dass 



/ 
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T]*dm = {CA—B + C), 



ist,' 



ß 

= eot^a * A + cos^ß, B + co»*y . C. 

Fassen wir die beiden besonderen Fälle, die wir so eben betrachtet haben, zu* 
sammen, so folgt, dass wir jedes beliebige Trägheitsmoment, 
wo immer seine Axe sich befinden mdge, vermöge der 3 
Hauptmomente der Trägheit auszudrücken im Stande sind. 
Die 3 Hauptraomente def Trägheit werden im Allgemeinen ungleich 
sein. Nehmen wir den besonderen Fall, in welchem zwei derselben ein- 
ander gleich werden« etwa 

A — B, 

so erhalten wir für das obige Trägheitsmoment C', welches sich auf eine 
beliebige durch den Schwerpunkt gelegte Gerade bezieht, 

C = (co<* a + cos^^ A + cos^y C, 
oder, da die Gleichung 

co&^ a + cos^ß + coi^ y = 1 
besiebt, einfacher 

mithin hängt dieser Werth nur von dem Winkel y ab und hat also für 
alle solche Gerade, die denselben Winkel y mit der Axe der ^ einscfadifiesseii, 
denselben Werth. Mitbin sind auch alle Trägheitsmomente, die sich auf 
beliebige in der Ebene der ff, y enthaltene und durch den Anfangspunkt 
gelegte Gerade beziehen, unter sidi gleich und die Yermuthung liegt nahe, 
dass in diesem Falle eine unendliche Menge von Hanptaxensystemen exi- 
stire, in denen die Axe ^ eine unveränderliche Gerade ist, dagegen die 
beiden anderen Axen 2 beliebige darauf und unter sich Senkrechte durch 
den Schwerpunkt sind. Um dieses zu erweisen, nehme man irgend 9 
solcher Senkrechten zu Axen der x,yi während die Axe der z mit der 
^ zusanuneBfäUt , und bilde mit Zusiehung d«r Gletdrongen (1) in %\ 38 
die Produkte xy^ »K^ys Und dana die dariNii bcsügliclieü Inte|p*alei s^ 
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eiiiilt man mit Beräefcsicbtigung der Bedioguagsgleichungen für die Wahl 
der Axen der 1,17, ^ 

/ sydm=aa' iPim-i^blt' iifdm + ee' /^*dm. 
/asdm=:aa" /i*dm + hb" irj^än + ce" /$*<«. 
A* dm = a'a" /|» tfm + h'b" fr^ im + c V /$» dm, 

/J«dm=/| 

ist, nach einigen leichten Redaktionen 

/«y dm = c c' ( /^»dm — /|« 4» j, 

/cfdm = e c" ( / £*dm — / 1« dm\, 

/y^dm = cV ( /Jdm — / ^ dm\. 

Nun sind die Winkel, welche die Axen der x und y mit den zusammen- 
fallenden Axen der x und z einschliessen, rechte Winkel, also 

c = c'=:m90o=:0, 



oder, weil 

(r + e*)dm, 
also 

"dm 



und mitbin: 



i xydm^a, i x^dtn^O, / y^ 



d. b. das gewählte Axensystem ist ein Hauptaiensystem : 
Macht man zu gleicher Zeit 

so geht die Gleichung 

C^cos^aA + coi^ßB + co$\yC 
über in . 

also sind alle Trigheitsmomente , die sich auf durch den Schwerpunkt 
gelegte Gerade beziehen, unter einander gleich , und alle solche Gerade 
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Hauptaxen. In der Tbat , nehmen wir 3 beliebige solcher zu einander 
senkrechten Geraden an, die wir zu Axen der w,yiX machen, so gehen 
unsere obigen Ausdräcke für die 8 Integriatle 



/ xydmi i xxdm, i yzdm, 



wenn wir berücksichtigen, dass wegen A=B=C 

dm 



l^dm =/ ri^dm= fl^ 



folgt, in die folgenden einfacheren über: 

/xydm=:(aa' +hh' +ec')/^dm, 

I xxdm = (a a" + 6 6" + c c")! ^dm, 
Jy% dm s= ia'a" + W + cV) /g* «», 

und werden nüihin, da die Coefficienten von /^ dm sich unter aliea 

Umständen annulliren, auch selber der Null gleich. Mithin giebt es in 
dem Falle, dass die 3 Hauptmomente der Trägheit einander gleich sind 
(welcher Fall unter anderen bei der Kugel eintritt) unendlich viele Systeme 
von Hauptaien, indem jede 3 auf einander senkrechte Gerade, die durch 
den Schwerpunkt gelegt sind , ein solches System vorstellen. 

Wir haben gefunden, dass, wenn das Trägheitsmoment in Bezug auf 
eine beliebige durch den Schwerpunkt gezogene Gerade bekannt, man, um 
das Trägheitsmoment in Bezug auf eine beliebige Parallele damit zu finden, 
zu dem ersten bekannten Trägheitsmomente etwas hinzuaddiren muss. Folg- 
lich ist das kleinste unter allen Trägheitsmomenten eines Körpers nothwendig 
irgend eines , dessen Axe durch den Schwerpunkt geht. Hierdurch sind wir 
auf eine Yergleichung aller der Trägheitsmomente hingewiesen , die sich auf 
eine solche den Schwerpunkt enthaltende Gerade beziehen. Diese Yergleichung 
hat folgendes Resultat zur Folge: Wenn die drei Hauptmomente der 
Trägheit ungleich sind, so ist das grösste unter ihnen das 
Maximum, das kleinste unter ihnen dagegen das Minimum 
unter allen den Trägheitsmomenten, deren Axen sich im 
Schwerpunkte durchschneiden. Sei, um dies zu beweisen, 
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c 

uad C* 6ia belidl)ige6 ton den beseichBetefl Trggbeftsnmnenten, so ist in 
Folge des obigen Werthes ton C, wenn man darin 1— €0«*j9— cw'y 
statt cos^a setzt, 

C'=:A — coi^fl{A — B) — coi^y(Ä—C), 

und mithin, da i— B imd il— (7 beide positiv und kleiner ah A sind 

C*<Ai 
in ähnlicher Weise kann man sich auch die Gleichung bilden: 

a = C+coB^a{A—C) + cos^ßiB— €) 
und hieraus folgt, da A — C und B—C positive Grössen sind> dass 
unter allen Umständen 

ist. — 

Vermöge dieser Eigepschafl kann man nun auch leicht bevireisen, dass, 
wenn die drei Haiiptmotntnte del* Trägheit ungleidi sini , überhaupt nur 
ein einziges Hauptaxensystem möglich sei. Denn gäbe es noch ein zweites 
System von Hanptaxen und wäre A* das grösste der darauf J^ezfi^chen 
Momente, so müsste A*'^A sein, während gleichzeitig daraus, dass auch 
A das grösste unter S zusammengehörigen Trägheitsmomenten ist, folgen 
würde, dass A'^A' wäre! 

Eine bemerkenswerthe Untersuchung, die noch hierher gehört, ist 
die folgende, ob und unter welchen Bedingungen in einem Körper meh-* 
rere solche Punkte vorhanden sein können, für welche die Hauptträg- 
beitsmomente und daher alle Trägheitsmomente gleich sind. Seien also 
cCfß,y die Coordinaten eines solchen seiner Lage nach unbekannten 
Punktes, und die Axenrichtungen der ^,rjiZ mögen durch den Schwer- 
punkt gehen und geradezu in die Hauptaxen hineinfallen, so hat man die 
9 Gleichungen 

/idm = 0, /i?dm= Oy/^dm =: 0, 

fw- + ?') dm = ^ J{1^ + C^) dm = By(|2 + 1?^) dm = ü. 

Wenn nun a,/9, }/ ein solcher Punkt ist, dass alle auf in ihm ^^^'' 
schneidoode Gfra46 b«7ugliiche TrägMt;^W90te g(9icti d^od> so louKsea 



dMttO, 
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3 beliebige dieser Geraden, die sich unter recbten Winkeln schneiden, 
ein System yon Hanptaxen bilden. Wählen wir dasjenige System, welches 
den gegebenen HauptaKen jfMtrailel ist, und verlegen zugleich den Ai^ 
iangsponkt in den Punkt aßy^ so haben wir, wenn wir die «eoen Goor* 
dinatfB mit «, y, x bezeiehoen, 

<r=|— C, y«=7J~/?, *=a?~y, 

und die 8 Gleichungen, welche ansärücken, dass die Axen der x, y,i 
flauptaxen sind, werden 

/(l— c)(i2— /?)dmat: /^dm—a/7}^—ßhdm+aß./dn 

n^—y)(ri—ß)dm'^jifl%d^ 

und diese Gleichungen werden zu Folge der Bedingungsgleichungen für 
die Axen der ^,17,^ nur dann erlüUt, wenn man gleichzeitig 

aß^Q, ay = 0, ßy^O. 

Damit diesen 3 Gleichungen Genüge geschehe, ist hinreichend, dass 2 

von den 3 Coordinaten a,ß,y sich annulliren, oder mit anderen Worten, 

wenn ein Punkt der verlangten Art wirklich, vorhanden ist, so kann er 

nur auf einer der 3 Hatt|^)ien des Körpers liegen. Nimmt man z. B. 

den verlangten Punkt auf der Axe der ^ in der Entfernung a vom Schwer* 

punkte an« so müssen hiernach ß und y der Null gleich sein. Die Trag« 

heitsmomente , die sich auf die durch diesen Punkt gehenden Hauptaxen 

beziehen , sind alsdann , da letztere den Axen der |, 17, ^ parallel laufen, 

bezuglich 

Äy B + Ma^, C + Ma* 

und damit diese Trägheitsmomente gleich ausfallen, ist hinreichend und 

nothwendig, dass man 

ß«(7, Ma^zmÄ—C 

hat. Damit hieraus a in reeller Weise bestimmt werden köooe, rnnds noch 

Ä>C 

sein; alsdann giebt e^ aber imnaer 2 Punkte der verlangten Art atef der 
Ase Aw $.y derea Courdiikaten respeotive 
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sind. — Wenn demgemiss die Hauplmomenie der Trägheit alle drei ein- 
ander gleich sind, so giebt es keinen anderen Punkt im K6rper, für 
welchen alle Trägheitsmomente gleich sind; sind dagegen nnr iwei ein- 
ander gleich und das dritte ungleiche das grösste, so giebt es immer auf 
der Axe des grössten Momentes 2 im gleichen Abstände vom Schwer- 
punkte befindliche Punkte , für welche diese Gleichheit sAmmtlicher Mo- 
mente eintritt. Sind dagegen zwei Hauptmomente gleich, aber das dritte 
ungleiche das kleinste, oder endlich sind alle drei Hauptmomente un- 
gleich, so giebt es im Körper überhaupt keinen Punkt der gleichen 
Momente« 

3) Als Beispiel für die Berechnung der Trägheitsmomente wollen wir 
zunächst das Ellipsoid behandeln. Sei dessen Gleichung 

05* V* ** 

und die Dichtigkeit seiner Massentheilchen durch den constanten Coef- 
ficienten p gegeben, so ist, da man allgemein 

dm=:d# 

bat, das Trägheitsmoment in Bezug auf die Axe der i 

und wird mithin durch ein dreifaches Integral bestimmt. Integrirt man 
zuerst in Bezug auf z, indem man x und y als von z unabhängig be- 
trachtet, so folgt 

9 ll \ (»* + y*)* + Conti \dxdy, 

oder, da m n in Folge der Gleichung des Ellipsoides das Integral zwischen 
den Grenzen 

zu nehmen hat, 



ff 2 ^yi-g-|!"^d.+//'w/i-5-j;. 

Berechnen wir uns das erste dieser Doppelintegrale und setzen zu dem Zwecke 
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80 ergiebt sieb, iodem wir » als unabhäi^ig vod y betrachten: 

Um das auf 17 bezügliche Integral zu berechnen , bemerke man, dass 



»17 +fj^i — fj^ — /Vi — v^^^i 



= are • im 
hieraus folgt 

/Vi — ij' dli7=ii^Vl— 7* + Jarcitniy + Coiul. 

Dies Integral ist nun für alle möglichen Werthe von ^ und y zu nehmen; 
mithin wird die Grenzgletchung 

und die Grenzwerthe des y werden 

denen die Werthe 

entsprechen; demgemäss wird zwischen diesen Grenzen geaommen 

/Vl-i?"dJ?«i^ 
und mithin 

oder, das Integral zwischen den Grenzen 
genommen, 

m. la 
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* 15 
Ganz in äbolicher Weise wir<l 



fß 



and milllid folgt ^ai auf ()ie Axe 4er « bei§gtiche Trägheit^memeni 



Aehnliche Ausdrüdie erhält mnia für die TrägheitBmoneilte in llezug auf 
die Axen der y und x. I^etzen Mfir gdie.Masle cha Eliipsoides gkich M, 

80 haben wir, da das Vobimen bdiaftnüicb gleieh ■ J' ^ ist, 

^ 3 

^ 47tQabc 

3 

• • • 

und die h TrägheitenKHiiente in Bezug auf die Axen der x, jf, t werden: 

Zugleich sind dieselben Hauptmomente der Trjgbot{ dwi da ton. 
jeder der 3 Coordinaten x,jf,x immer 2 gleiche, aber entgegengesetzte 
Werthe existiren, so besteht jedes der '3 Integrale 



ixy dm, ixz dm, /yz dm^ 



wenn es auf das ganze EUipsoid ans^delbnt wird, aus paarweise gleichen 

und entgegengesetzten Gliedern und ^Visüi daher eine unendlich sich in 

sich selber. Terwchlende SummeOreibo dar.;-^ Sei 

a<,b^Cf 
so folgt 

mithin entspricht das gr(sste Trägheitsmoment der kleiostea Axe des 
EUipsoid^-, dagegen d*» kleinste Tragbeüsmonlent iter ^ i^^sstep Axe. 
Zugleich existirt in einem solchen uogleicbaxigen EÜipsoide kein Punkt, 
für welchen alle Momente gleich gross sind, ^immt man aber an, dass 
das EDipsoid durch Rotation einer Ellipse iim tbre kleine i^xe u ^vir. 
standen ist, so dass b=e ausfüllt, so werden die Hauptmomente 
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und ei tthtiten 2 Punkte , ffir welche die Gleichheit aller TrSghettsinO' 
menle eintritt und welche auf der Axe der «in der Diätatne 






vom Anfangspunkte liegen. Im Falle eitler Kugel endlich mit dem Radius 
r Wirt 

und es existirt, wie wir erkannt halMh, n«r der Mitteifviikt als Punkt 
der gleichen Momente. 

Als ein allgemeines Beispiel möge n^ch die Regel für die Berech- 
nung desjenigen Trägheitsmomentes folgen» welches sich auf die Axe eines 
Rotationskörpers bezieht. Sei diese Axe die Axe der x: so kann man 
sich doch den Rotationskörper in eine Menge cylindrischer Schichten zer- 
legen» deren jede von der durch den rotirenden Bogen ds, der gege- 
benen Curve 

y=/(«) . ' 

beschriebenen Rotationsfläche und von 2 im Abstände dx von einander 

befindlichefl und tut Ax« iet » senkrechten ParalleUbenen begreMt. isl« 

Bezeichnen wir nun den Abstand irgend eines beliebigen Punktes im 

Körper mit r, so ist klar, dass jede solche Schicht sich atis einer Menge 

ringfönttig^f Streifen, deren Dicke durch dr und deren Brttie dsrch dm 

gemessen wird» zusammensetzt; ein sdchek* Streifen ist nun offenbar der 

Utlteii*schi6d zwischen ä auf einander folgenden ond daher anf die Distaozieii 

r und r 4^ dr bezüglichfen Schichten, d.h. er ist gleich 

ß(f + df)»^.ifo — |fr*nr»da? 

oder, wenn man entwickelt und die un^ndKch kleine Grösse der dritten 

Ordnung vernachlässigt» 

2Q7trdrdx, * 

Nun können alle Punkte eines derartigen Streifens als in dem Abstände r 

von der. Axe befindlich angenommen werden; mithin findet inan sein 

Trägheitsmoment, indem man geradezu r' in 2j^7t rärdx multiplizirt, wodurch 

'■.•■• fc 

2Q7tr^drdx 

kommt. Der, Streifen ist das Element unserer cylindrischen Schicht und 

wir haben daher die sämmtlichen Streifen zusammenzuiiehmeh , welche 

dem Fortgange von 

12» 



t > 
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eAteprecbeo, oder mit anderen Worten, wir haben noch r zwiscben den 
genannten Grenzen zu integriren, wodurch 

entsteht. Nehmen wir nun alle derartigen Schichten zwischen den Ebenen 

x^a und w:ssß, 
so resultirt als Ausdruck fQr das Trägheitsmoment der Rotationsschicht 
zwischen 2 im Abstände (ß-^a) ?on einander befindlichen und zur Axe 
senkrechten Ebenen das bestimmte Integral 






dessen Werlh aus einer einmahgen Integration hervorgeht. 

Die einfachste Annahme über die Natur der rotirenden Curve ist 

y^xige-Ve) 
alsdann wird daiB Trägheitsmoment 

\nq I y^dx=^{n((\^tg^6+ex^ig^B+2$^x^ig^B+2^x^tgB+X9*+Omii\ 

oder, wenn man das Inteigral zwischen den Grenzen und x nimmt: 
^nqi -r- <^*€ + ex^ tg^e + 2e'^x^lg^e + 2^x'^tgs + «c* j . 

Setzt man hier « =: 0, so erhält man das Trägheitsmoment eines Cylinders : 

^TtQe^xss^Me^, 
wenn man, wie gewöhnlich, die Masse mit M bezeiehnet, und setzt man 
€=:0, so erhält man das Trägheitsmoment eines geraden Kegels, dessen 
Scheitelpunkt zum Anfangspunkte genommen ist: 

■^nqofitg^a^-f^Mx'^lg^e. 

§. 36. 

1) Nachdem nunmehr die Existenz wenigstens eines Systems von 
Hauptaxen in jedem Körper dargethan ist, bleibt nun noch ährig die 
Gleichungen der drehenden Bewegung auf dies System zu beziehen und 
dadurch zu ihrer Vereinfachung zu gelangen. — Zunächst gehen zufolge 
der eingeführten Bezeichnungsweise die Ausdrücke P, Qy R des Para«- 
graphen 34 in die einfacheren 
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ober und die Substitution dieser AusdrQcke in die Gleichungen (3), (4), (5) 
an eben dem Orte giebt 

Ä~+iC—B)qr = aM+a'M' + a"M.'\ 

Ol 

Cj^ifl — i<) pg = cif + eVL* + c"U". 

Hier bedeuten U^ M\M'^ die Sammen der auf die Axen der x,y, x zer- 
listen Momente» die von den aaf jedes Element des Köq^rs wirkenden 
Krüften herrühren* Ein sol^^hes Moment ist, wie wir wissen, wesentlich 
der Ausdruck für die Wirkung, welche ein KräAepaar ausübt« Da nun 
das Parallelogramm der Kräfte auch noch lür die Zusammensetzung von 
Kräflepaaren guUig bleibt, so folgt, da a,a\af' die Cosinus der Winkel 
bezeichnen, welche die Axe der § mit den Axen ierx,y,x einso)diesst>. dass 

aM, a'M\ a''M'^ 
respektive die Wirkongen ausdrücken, welche die den Momenten Jf, Jf ', M" 
entsprechenden Kräflepaare im Sinne der ^ ausüben; diese 3 Wirkungen 
als gleicbgerichtete addiren sich mitbin zusammen und geben das Mass 
der Gesammtdrehung um die Axe der |, welche von sämmtlichen auf die 
einzelnen Elemente des Körpers wirkenden Kräften hervorgebracht wird. 
Auf diese Weise ergiebt sich 

(«) I JV' = ftJll + b'M' + ft"if", 

] N" = cM + c'M' + c"if " 

und die 3 Gleichungen (1) gehen jetzt über in die folgenden : 

I Adp+{C — B)qrdi=iN dt, 

(2) Bdq + (Ä^C)rpdl=zN'dt, 

i Cdr + (B — Ä)pqdt'^N''dL 
Diese 3 Gleichungen geben, wenn man sie integrirl, die Wertbe der 

Hülfsgrössen p, g, r und wenn man dieselben in die Gleichungen (1) des 

S* 34 einsetzt , so erhält man 3 Gleichungen zwischen den Cosinuscoef- 

ficienten a, b, c, a* u. s. w. , welche mit den 6 Bedingungsgleichungen (2) 

und (3) des §. 33 in Verbindung deren vollständige Bestimmung enthalten. 

Hierdurch ist die Axenlage der 3 Hauptaxen des Körpers in Bezug auf 

das im Räume fest angenommene Coordinatensystem der x, y, x für jeden 
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beliebi^n Moment bestimmt und damit aud^ die Lage eines beliebigen 
speciellen Punktes im Körper zu derselben Z^it gleichfalls fes^elegt. 
Statt indessen geradezu mit den verschiedenen Cosinuscoefficienten zu 
rechnen, ist es häufig bequemer, an deren Stelliß die 3 Winkel 9), 1^ 
und & einzuführen, welches vermöge der Gleichungen (7) des §.33 leicht 
geleistet werden kann. Setzt man zunächst die erwähnten Gleichungen 
(7) in die Gleichungen (1) von §.34 ein, so erhält man 
pdt=i8in'9' sin xp ( — sin&sintp co8(p dd'+cos & cot xp cos(f dtp — cosd' sin xp sin g> dq>) 

+ sin^sinq>d\p-^ cosxpc6sg>äq>) 
+sin9 eos tp (— sin9 coixp tosif dd'^-^cosd' sinxp coäq> difß—€&^ fmtp 9iiig)4g>) 

+ eMXpsinq>d(p-^ $impd68q>df) 
+eos^{ — eosO'€asq>dS' + iin'd'8mg>dg>)) 
qdt^(eo$d'sinxp$inq> + costffeosg>)icoi's^sintlJd&+sin'^eos'ip4tl}) 
+ (eos&eosxpsin^ — 8intpeo8f)(€os^co8ipdS'-^sin-94i/ntpdxp') 
+ sin^d- 8ing> d9*, 
rdt=:i(eo8d'8inxlJcosq> — eo8tpsing))(~~ sin ^sintp sing) dd- 

+ eoS'9'co8\l)8inq>dfp + e^9'St8impco8^df 
— ^ 8imlJec8g>dtp-^ e&stpsinfäf) 
+ito89eo8Xpooig> + 8intp8inq)){'^8m'9'co9rp8inq>dd' 

— eo$9sintlJsinq>dip + co8'd'eo8Xpc&8(pd^) 
— co8tpc0sq)4iip+ 8ii^tp8in^ä(f) 
+ 8in'9'C08g>(eo8d'8inq>dd'-{-sind'co8q>d^^ 
und wenn man die angedeuteten Multiplikationen ausfuhrt und alsdann 
die sich von selbst ergebienden Reduktionen ausführt, so wird ganz einfach : 

. pdi==^ sing) sind' dtp: — cosfpdd-, 
(3) 5 gd( = coi cp sin d'dxp + 8in q> dS-, 
\ rdt=:dq) — coS'9dtp, 
und mithin, wenn man noch In den Ausdrücken für N, N% N*^ statt der 

Grössen a, 5, c, a^ u. s. Wv überall ihre/WerChe in q>^xp^9 einführt > erhält 

,, . . . 

man zwei Systeme von je drei Differentialgleichungen der ersten Ord- 
nung, welche die Theorie der Rotationsbewegung vollständig enthalten. 
Aus dem Systeme der Gleichungen (2) bestimmt . man sich die Wertbe 
von p, g, T und, nachdem man diese in die Gleichungen (3) eingesetzt hat, 
berechnet man sich die Werthe der Winkel 9,1/), ^, welche die Lage der 
Hauptaxen des Körpers in jedem Augenblicke festlegen. 



i'f 
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die darin vorkommendeo Crossen die Drebungsmomente in den Axen der 
1*1/*?« welche von den he^eui|igei\den KräKen ^rröbren. Bezeichnet 
man daher mit X die Re^ult^nte aller be$chleanigenden Kräfte im Sinne 
der S und mit F', Z^ dieselben Resultanten im Sinne der fj, ^: 9^ niuss täm 




:ß 



dm, 



haben, und in Folge der vorhergehenden Werthe von N,N\N!' 

r 

Es ist gut, um keinen Zweifel aber die diesen Gleichungei^ üi^ (fViw^e 
liegenden Voraussetzungen Haum zu geben, dieselben auf analytischem 
Wege zu verificiren. Zu denü Zwecke gehe man' davon aus, dass die 

f 

Gefl^p^sante aller beschleunigenden Kr&fte im Sinne der« darch den Aasdnidi 

bestimmt werde; denn aX\bY*,cIS* sind die einzelnen Wirkungen^ Ivelche 

von den Kräften J^ T\Z' im Sinne dero; erzeugt werden. Ahälög hat man 

Y=ia'I' + b'r + c'Z\ 

2^a''r + b''r + c''Z'. 
flierdaieh bat man 

und:, weiyn ij^an di<i NüItqiMkaMoe ausfuhrt uRd veniriii#4Anf> Kflbiwgf»! 
nirnipM»!: 

ir M'V' -r- Q)'h') ri-iü' (a't" ^«' V) 
+ ^y{b'a" — b"a') + TjZ'(b'c"—b"c') } dm 



■/l 
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an 

"A 



oder 'endiidi , wenn man die Gleichungen (8) des §.83 berficksicbligt : 
I ■ I |(eF'— 6Z0 

V) 
Gapz ebenso Itqdet man 

■{■riWZ'—.c'If.) \ dm, 

+ e(6'j['— a'f) 
Kc'T' — Vr) 

+i7(a"Z* — c"r) ^ dm. 

+?;(6"jr*— a'T) 

W«DD man diese 3 Gleichungen nach einander mit a^Qf,a** multiplizirt 
und die Produkte zusammenaddirl, so folgt 

aJlf+a'if' + a"il"= / j |r (oc+aV+a'V) — |Z'(a6+ttV+a"6'0 

+ ?J' (ai + o'6'+a' VO — gF' (o»+a'»+a"'«) j dm 

oder endlich in Folge der Relationen (4) und (5) des eben erwähnten 
Paragraphen 

' ' oif+a'if' + a"if"= /(i^Z* — ^r)dm. 

JNes ist die. erste der zu erweisenden Gleichungen; die beiden «^ren 
lassen sich genau in derselben Weise herleiten. 

Zum Scbluaee noch eine Bemerkung, vermöge deren dem Missyer- 

. Standnisse vorgebeugt werden soll, als ob die eben aufgestellten Glei- 
chungen der drehenden Bewegung nur unter der Annahme Geltung hätten, 
dass der Schwerpunkt des betrachteten festen Körpers zugleich den An- 
fangspunkt der Coordinaten und mithin der DrehungsmiUelt)unkl sein 
mauste. Eine genauere Betrachtung der Art ihrer Herleitung z^igt, dass 
sie aus den allgemeinen Formeln des §. 34 erhalten wurden durdi eine 

^Transfdi^mation der Coordinaten j^.jf, x in die Coordinaten ^,17,^, üntisr 
Beibehaltung des mithin vollkommen willkürlichen Anfaugspunktto. Die 
Richtung der'nenen Axen musste so gewählt werden, dass die Gleichungen 



§f]dm^O, / S^dm^O, ifi^dmt^O 



-"ß 
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erfOUt worden und alsdann wurde 
Ä 

gesetzt, ohne dass irgend wie die Gleichungen 

=0 



oraen una aisaann wurae 



/?*» fc , /jj An = , /^ A»=i 



y 



in Anspruch genoromen worden wären. Hithin hindert nichts die gewon- 
nenen 6 transformirten Gleichungen auch auf einen anderen Punkt als 
Drehungsmiltelpunkt, welcher nicht mit dem Schwerpunkte zusammenfällt, 
zu beziehen; nur sind dann A,B^C nicht geradezu Hauptmomente der 
Trägheit, sondern sie beziehen sich auf ein System dreier durch den 
Anfangspunkt gehender, den Ilauptaxen paralleler Geraden, so dass, wenn 
in einem solchen Fall die Coördinaten des Schwerpunktes 'cc,ß,y sind, 
für A, B, C die Ausdrucke 

einzusetzen sind, wo M die Masse des Körpers und ^ß^ + y^, V«*+y* 
^a^ + ß"^ respektive die Entfernungen des Schwerpunktes von den Axen 
der ft 7) C bezeichnen. 

2) Betrachten wir, um ein bestimmtes Beispiel zu haben, die dre- 
hende Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt 
herum, auf welchen die Schwerkraft als die einzige be- 
schleunigende Kraft einwirkt. Zu dem Zwecke handelt es sich 
zunächst um die Bestimmung der Ausdrücke N,N',N"j welche sowohl 
vermöge der Gleichungen (n), wie auch vermöge der Gleichungen (n') 
der vorigen Nummer geleistet werden kann. Das Letzte ist das Einfachere; 
indessen ist es gut auch die erstere IHanier der Bestimmung durchzu- 
führen, und wir wollen dabei annehmen, dass die Axe der z mit der 
Schwererichtung zusammenfiaile; dann ist 

i: = o, y=0, Z=:g. 
Ferner wolleri wir die Ooordinalen des Schwerpunktes in Bezug auf das 
Hauptaxensystem des Körpers mit a, ß, y bezeichnen : so folgen als die 
Werthe der Coördinaten eben desselben Punktes in Bezug auf die Axen 
der dP, y, « 
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ct'^a a + ft iI + (? j', 
Demgemiss geben die Ausdräc&e 
(U dl« Wende der latesrate 




bekaqntlich die bezüglichen Coordinaten des ScliwefpHp)[te9 mufltipli^rt 
in die Masse M des Körpers sind : 

>= gMiflfoi. + h'ß^c'fX 

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (n) ein, so gebt die erste 
derselben über in 

N-gMßiab'—a^+gMyiac'—afc) 
oder, zufolge der schon öfters angewandten Relationen (10) des §• 33 

Ebenso findet man 

Wip schon erwähnt, findet man dieselben He^ultate einfacher vermöge d^ 
Gleichungen (»')• Di^ Seitenkräfte in den Axen d^^r ^ 17, ^ sind dann 
geradezu die Coij^ponenten der Schwere auf diesen Ajcenrichtungen, und 
da diese letzteren mit der Axe der z Winkel einschliessen. deren Cosinus 
respßktive a'^V^ c'^ ßind, 9p folgt 

r=ya", r=j6'S Z'=^c" 
und jetzt folgt verAiöge der Gleichungen (n') augenblicklich . 

N=g /<}'73-r^dm=^gMic'<ß—l^'% 

und ebenso färiPmili". Hiernach werden die Qleie)iiM)gea dftrJlfUatioik: 

Cdr+(B'-^A')pq4l=^gM{b"a — a"ß)dt, 
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WO. maq (ür ß'\h*\e", noch, die Werthe: 

'',»' j «..1», 

a"= — $in&iinq>, ft" = — tind'cosipf c^'^^eoid" 
zu setzen bat. Im Allgemeinen |ta( lieh dieses System dreier gleich-* 
zeitigen Differentialgleichungen nicht integriren} indessen jiebt es mehrere 
spedelle PiNe, in welchen die Integration glAckt SSwei «ind drunter 
besonders bemerkenswerth , der erste, wenn der Mittelpunkt det Di^ehung 
zugleich der Anfangsponkl der Goordinaten ist, d.h. wenn cii ß vm4 y 
sich annulliren, der zweite, wenn der Körper ein Ratationskörper und 
zugleich der Drehungsmittelpunkt seiner geometrischen Axe angehört. 
Wir wollen uns darauf beschränken , die GweU^ dar Bewegfwg . f^r dtn 
ersten F^U ip.9«tr«cht zu mh^n^ ' ;. 

3) Die Bewegung des KörperSj ^^r Um se|Qeu Schwer- 
punkt dreht.. . 

Wena der Vit^elppnkt der Dre)iung in deo Scbwerpii^ bijiffipfiUtf 

ap wird 

a = 0,i9=0,y=0 

und dk 3 letzten Gleichungen geben in die eiolacbereo Ober; 

Ädp + (C—B)qrdi^O, 

<4) l Bäq + (Ar-C)rpäi:^{i, 

Cdr+(B — A)pqdl=z(i. 

Dm diese Gleichungen ZQ integrjren, bilde maa ^ie Summen der 3 Glei- 
chungen, welche entstehen, wenn man sie der Reihe nach sowohl mit 
Pfq,r^ als auch mit Api,fif,Cr omltip^zirt , s0 eitsteht 

Ä pdp + B qdq + C rdr=0, 
: A^pdp + B^qdq+C^rdr=:0 

und hieraus durch Integration 

(6) i V + Ä'j* + CV= 1t\ 
Die erste dieser Formeln hat eine einfache Bedeutung. Nämlich zu Folge 
der Scblussformeln des §.34 drücken die Quantitäten 

qt — rtj, r|— p^, pr^ — qS 

die Gesojbwindigkeiten aus, welche eip {llejment des Körpers in dep 4>WQ 
der ^,17» C besitzt; mitbin ist das,9b$olNte M^s. seiner Qescbwindigl^eit 
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Bilden wir uns nun unter Zugrundelegung dieser Formel das Integral 



v'dm, 



d. h. den Ausdruck ffir die lebendige Kraft des Körpers , $q bekommen 
wir nacb einigen leicbten Reduktionen und , wenn wir berücksiduigen, 
dasft, weil die Richtung der CoordiBateoaxen in die Haaptaxen hioeinfiUt, 
die auf ijJ^S^t S^ behaglichen Maasenintegrale eich anfluUiren: 

Dds Integral (5) sagt mithin weiter nichts aus, als dass die Summe 
der lebendigen Kräfte aller Punkte des Körpers während 

'der Bewegung dieselbe bleibt. 

Die zweite der gefundenen Integralgleichungen bat gleichfalls eine 

«bestimmte iind leicht aussprechbare Bedeutung. Bemerken whr, dass die 
eben angewandten Ausdrücke für die absoluten Geschwindigkeiten efnes 
Elementes in den Richtungen der Hauplaxen zu folgenden Integralen fuhren 
als den Mdssen fttr die Drehung des Körpers um die Axen der |, j;, ^: 



so folgt weiter durch Ausfuhrung der Integration, da die mittleren beiden 
Massenintegrale in jedem dieser 3 Integralausdrücke zu Folge der Wahl 
der Coordinatenaxen für sich verschwinden, die beiden äusseren dagegen 
sich als Ilauptmomente der Trägheit ausweisen, in grösster Einfachheit: 

Ayy Bq, Cr 

und diese Ausdrücke müssen wir geradezu als die Momente von drei 
Kräftepaaren ansehen, die in den auf einander senkrechten Ebenen der 
V^' ^^« 1'? enthalten sind. Nun lässt sich (cf. Statik pag. 46 Anfang) die 
Wirkung dieser Kräftepaare durch ein einziges resultirendes Kräftepaar 
ersetzen, dessen Moment durch den Ausdruck 
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und dessen Axe (d. b« die auf der Ebene , in der es entbalten ist , Senk- 
recbte) durcb die Cosinus der Winkel mit den Axen der |, 17, ^: 
Äp Bq Cr 

ViV+^VH^^M' V^^pM^ßVTcM' V^V + ^V+c*r' 

bestimmt ist« Berücksichtigenf wir jetzt die Gleichung (6), so sieht 
man augenblicklich ein, dass die Grösse der drehenden Be- 
wegung* welche in dem ganzen Körper vorhanden ist, wäh- 
rend des ganzen Verlaufes der Bewegung unveränderlich 
bleibt. 

Um eine weitere bemericenswerthe Etgenscbaft der betracbtelen Be* 
wegung aufoudecken, wollen wir jetzt die Gleichungen (4) der Reihe nach 
mit üjhfC multfph'ziren und die Produkte zusammenaddiren : dies giebt 

A\adp + Qn' — cq)pdl\+Bhdq+(^cp — ar)qdl\ 

+ Clcdr + (aq,— hp) rdt \ = 0. 

Nun ist aber, wenn man für rdl und qdt die Werthe aus den Gleichungen 
(1) dea Paragraphen 34 substituirt, 

(6r —cq)dl^h^da + bb' da' + W" da" + c^da + ac' da' + cc" da" 
= (b*+ c») da + (bb' + cd) da' + (bb" + cc") da" 
=:da—a^da—aa'da' — aa"da" 
«da— ia4(a« + a'* + tt"») 
=:da 
und ganz ebenso findet man, dass 

(cp — ar)ill=5d6, 
(aq — hp)dl^dc 

ist und erhält nun durch Einsetzung dieser 3 Gleichungen in die vor-* 
hergehende 

A (adp + pda) + B (bdq + qdb) + C(edr + rde)=s 0. 

Wiederholt man dasselbe Verfahren noch 2mal, indem man die Gleichungen 
(4) erst mit a',b\c' und dann mit a'\b",e" multiplizirt, so folgt noch 

Ä (a' dp + pda' ) + B{b' dq+qdb' ) + C(c' dr+rdc')=xO, 
Ä (a"dp + pda") + B {b"dq + qdb") + C {c"dr + rdc") = 

■ 1 

und durch die Integration dieser Differentialgleichungen gehen folgende 
merkwürdige Gleichungen hervor: 
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a Xp + h Äg + c Cr = l , 
(7) f a'A!p^-l'Bq^^c'CT = t, 

in cleneb tyV.l" 3 wHIkörlicbe Constatite bezeichnen. Bei dem ersten 
Anblicke möcfate man dielte Constanten für vcm eittandei* unabbSn^'g hatten; 
ind^seti wenn man die 3 Gleichnngisn (7) erst qnadrirt nnd dann tu- 
sätthiönaddi^t, go addiren sich links die Qnadrate der ift Verllkalcdk>atie 
stehenden GKeder zu 

2iuim«B0i wäbilend die i mit den CDeffieienten 

«a + aV + a'V'. HC + oV 4- aV, »c+>V + 5V=0 
behaftiteB von.deii dopfMlten Prodtiktan . heyrubrenden Suiiiinep sich an-, 
nulliren; milbin wird, da der eben bezeichnete Ansdruck der Constanten 
k* gleich ist, 

• ■ 

d. b. es sind nur zwei der Constanten ^ Jf^ Jf' yo& einander vollkommen 

unabhängig. 

Suchen wir nun die dynamische Bedeutung der Gleichungen (7), ^6' 

sind, da die Ausdrücke 

Ap, B^, Cr 

die Grösse der Drehung Bcni]^ der A^en der {, i^, ^ repräsentiren , die 
linken Seiten der genannten GleiChuhgen di^ Aisd^üd^e f«r die Grösse der 
Drehungen , welche nach den Axen der x, y, z erfolgisn ; denn die ein- 
zelnen Summanden einer solchen Gieicbus^, e«Bi. 

aAp, Mq, cCr 
sind offenbar die Componenten d«r eirstbezeicfaneten Drehungen, dieselben 
i»,fiez4lt Htf die Ax« ißr x gejit^nunea« Hithai folgt der S0jl^,:d9ss 
die Drehungsmomente in Bezug auf irgend eine der festen 
Axen der ai^y^x iß i-hreir Gesammth^it, d* h« für alle Ele- 
mente de|^ Körpers genommen^ während der ganzen Dauer 
der Bewegung eine unve.rän AerUche Grösse behalten. 

Nunmehr ist es auch leicl^t, die Richtung der Axe festzulegen, auf 
welche sich das oben erwähnte resultirende Kräftepaar bezieht, da man 
es eben so gut aus den Drehungsmomenten in den Axen der S,tj,^, wie 
in den Axen der Xfy,z zusammensetzen kann. iSie wird dUfch Aiö drbi 
coDstanten Ausdrucke ' ' 



I 
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k' i' k 

föt* die CotiBits 4er Winkel festgelegt, welebe eie mit den AketI dei^ t, y, z 
dDfoblieBSt. De mühin die hierdordi bestimmte (»«rede wlbrebd der 
BewegQog ihre Riditang beetindig beibehält, eo ist kW^ dafts, w^iltt 
ein Kftrfer, bloe seiner Schwere überlassen, um ei&eih 
f«tten. Pnnbt dreht, des resnltirende KTäftepaaF> welcft«^^- 
in Jedem Augenblicke die Gi'Gsse der Drehung ahgiebl, Ifl^ 
eioer iiaf eränderiicben Ebene enthalten ist» welche dttriftki' 
deo Ahfangspankt der Ctfordiaaten hindttrchgeht ' NutfifrUeb 
ist die Lag« dieser sogenannten unyerdnderlicheb Ebene in BeaielNing auf • 
den rotirenden Körper selbst veränderlich. Doch ist ee immer leieht, ibrcl' 
L^ge gegen die Hauptaxen in jedem Augenblicke festauilegen; namlieb nach 

dbn fruberea EntwtckelungeB engeben sich, wemi man tiSBt^A^^ + B\^ -f CV*' 
seindD Wertb k letzt, fflr die Cosinus der Winkel, w^hjbe diedak^kttf' 
Seükreobte^ d.h. die Ax^ de» resuUirenden Krftftepaartts, mit deh Heu^t-^ 
axea einichliesst, res[^ektiVe 4ie AnedrOcke: 

Äp Bq Cr 

uvul mitUfi, weQn fir eine: speoieBe Zeit t die Wertbe von p,qfr bekAnfiC- 
sind, kann man die Lage der unveränderlichen Ebene ein für alle Hai 
als festgestellt ansehen. 

Nacbdemr wir die angegebtaen spteiellen EigeasoUfteu' der Bewegung 
eridrsöht babeti , wöllett wir nmi die rollkändige Integratien d^r btideit. 
Systeme von Differentialgleichun^feil terMctteti, Weiche lu ihrer alialytisebeit 
Bestimmung dienen. 

Aus den Gleicbungeh (5) und (6) folgt 

^^^^*= {T^BJA ' ^'= (ÄI^Bß -. . , 

Substituirt man dieae Wertbe in die letzte der Gleichungen (4) : und löst 
die resultirende Gleichung nach dl auf, so ergiebt sich 

^k'^—Bh+iff—C)Cr^^—k*+Ah + (C—A)Cr^ . 

Diese Gleichung ktott Vertnittelflft der Meffiptischeii Traüsscendenten der 
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ersten Art integrirt werden und liefert den Werth der Grösse r und 
mithin auch , vermöge der Gleichongeo (fi) , den Werth ?on p und g. 

W^s die InUigratioi» des zweiten SyBtemes(3) von.f^idisdtigen.Dir-* 
ferentialgteidiungea der ersten Ordnung belriflt so isl dieselbe zum Theü 
fl^on in dem Voriiergehenden enthalten. Denn die S Gleidiungen (7) 
sIeUen» da die CosinuscoefiScienten a, 5, e, a' u. s. w. Funktionen der Winkel 
^^qi^Kp sind» offenbar eodiülebe zwischen den genannten Winkeln statt« 
habende Relationen dar, welche auch den Gleichungen (S) Genüge leisten 
iKöosen; da sie indessen nur zwei willkflrliche Constente eatbdlten und 
Oberhaupt in ihrem Zusammenbestehen von der Gleichung (6) abhAngent 
so geltco sie zusammen nur 2 Integralgleidiungen gleich und uHSSen wir 
die drMte iloch attTsuchen. 

Um die Untersuchung so viel als möglich zQ yeremfachen» wollen 
Wir, da Ober das feste im Räume angenommene GodrdittaCettS]9item noch 
nichts festgesetzt ist, die 4sog0nannte unveranderlidie Ebene aar Ebene 
der 0t y uftd mitbin, die darsjuf . SenkrechW zur Aza der x nehmen; da« 
durch bestimmen sich die willkürlichen Gonatantaai l^ l',l*\ wie fs%t: 

i" = fc, i'=»0, feO-, 

denn das sind die Bedingungen dafür, dass die erwähnte Senkrechte mit 
der Aze der.z ^susammenfalle, d. h. mit den drei Azen der z, y, x respektive * 

die Winkel 0, ^, ^ einschliesst; ferner die Cosinus der Winkel, welche 

eben diese Senkreeble mit den. 3 Azen der ^^i},^ machte weisen dann 
gemde^u die . Cosinus d^ drei Winkel , welche die Aae der z mit den 
Amü der |»if»£ einschliesst, d»h» es folgt 

^//-^ ft"=:£2 ."==- 

und zufolge der Ausdrü(ike der Cosinuscoeffidenten als Funktionen von 

*, y> V, 

(10) fifi-^ilnyao— ~, »ind-eoiifsn — '^, eet-d'ä&^. 

V 

Nun giebt die Elimination von d& aus den zwei ersten Gleichungen (3) 

sin'9'dtlß^=(psing> + qco8g>)dt^ 
woher 



pder danch Anweadtuig der Torbeigoheadea 3 ^leidningfo zwiscben 
S; 9>, iff nach «iaigen leklitea Recbitfuigen : 

I 

pder endllcb, wenn man für p\q\dt ihre W^rthe aus den Gleichungen 

(8) und (9) snbsUtuirt, 
,„, ,^ HCr ^—h)C{ ABdr 

(k« — C*r»)VÄ*— BÄ + (Ä — 0^»-*^— »^* + ^'^+(C-.i;Cr» 
Diese Gleichung giebt vermöge der elliptischen Transscendenten einen 
geschlossenen Ausdruck fqr r als Funktion Ton i/; und da r vermöge (9) 
als Funktion von l bestimmt ist, so resultirt xp gleichfalls als Funktion 
der Zeit. Hithin sind/ unter Zuziehung der Gleichungen (10), die Grössen 
'd', q>, tp als Funktionen der Zeit und mit ihnen die Lage der Hauptaxen 
des Körpers in einem specyiellen Augenblicke bestimmt« 

Jetzt restirt nur noch die Bestimmung der 6 Constanten der Inte- 
gration , welche den beiden Systemen von je drei gleichzeitigen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnm^g pothwendig entsprechen. Zwei derselben 
sind durch die Wahl der unveränderliche &miß zur Ebepe ^er ß^ 
schon bestimmt, indem dadurch 

würde. Was die Constante k anlangt, so drückt dieselbe die Grösse der 
drehenden Bewegung aus, welche, wie wir wissen, eine Constante ist. 
Möge die Bewegung durch einen nicht durch den Schwerpunkt hindurch- 
gehenden Stoss hervorgebracht werden, dessen Intensität für jeden ein- 
zelnen Punkt V und mithin für ^ Gesftmmtmas&e des Körpers 

Mv 
ist, so wird die hiervon um 'den Schwerpunkt erzeugte drehende Be- 
wegung dusch das Produkt 

Mvf 

4;Qmes8en, wo f den Abstand bedeutet, welchen die Richtung der ßtos- 
. senden Kraft vom Anfangspunkte hat} mithin folgt 

und hiermit ist die CoAatante h bestimmt — Nimmt :man weiter die 

Lag« der Hauplaxen in Bezug auf die unveränderliche Ebene für ..den 

Anfang als bekannt an> so 43ind die Winkel ip upd ^ \^Qd .zufolge der 

Gleichungen <1&) die anfänglichen Werthe von p, g, r b^kainnt, deren Ein- 
m. 13 
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Setzung ia die Gleichung (5) die Constante h giebt. Die fünfte Constante, 
welche sich auf die Gleichung (9) bezieht, hängt von dem Anfangsmo- 
mente der Bewegung ab, und endlich die sechste Constante, welche der 
auf t// b^üglichen Integration entspricht, ergiebt sich als eine willkür- 
liche Grösse. Denn der Winkel ^wird von der Durchschnittslinie der 
beiden Ebenen der x, y und |, rj mit der Axe der 5c gebildet, welche letztere 
man vollkommen willkürlich in der unveränderlichen Ebene sich legen kann. 
Zum Schlüsse mögen noch zwei specielle Eigenschaften der Rotations- 
bewegung des Körpers nachgewiesen werden. Die Gleichungen der mo- 
mentanen Drehungsaxe sind doch, wenn 1,7/,^ die Coordinaten irgend 
eines darauf befindlichen und auf das System der Hauptaxen bezogenen 

Punktes bezeichnen: 

»•^ — P5 = 0, r7] — q^=0. 

Diese beiden Gleichungen in Verbindung mit der Gleichung 

wo (0 die Winkelgeschwindigkeit bezeichnet, und mit der Gleichung 

tt' = ? + i7* + ?* 
geben für |, tjj ^ folgende einfachen Werthe : 

t^P^ ^_^« r^^ 
Multiplizirt man nun die Qleichungen (5) und (6) mit — |, so wird 

u* ^ 
und hieraus folgt durch Elimination von — & 

Ä {h^ — AK)P + B(k^—Bh)rj^ + C(k^— Ch) ?*= 0. 
Diese Gleichung gehört einer R^elfläche zweiter Ordnung an, welche als 
bestimmt angesehen werden kann, sobald die Constanten h und k be- 
stimmt siiid, und auf welcher die auf einander folgenden Lagen der mo- 
mentanen Drehungsaxe enthalten sind. 

Eine ähnliche Bemerkung gilt von der Axe der jsr, welche wir als 
auf der unveränderlichen Ebene senkrecht angenommen haben. Seien 
^, 7], ^ die Coordinaten eines beliebigen Punktes dieser Geraden, dieselben 
auf das System der Hauptaxen bezogen, so sind ihre Gleichungen 



— 105 — 

oder, wenn man für af'^ V',c** ihre obigen Werthe sobsliiuiii: 

Setzt man nun wieder 

und berücksichtigt die Gleichung 

so folgt aus diesen 4 Gleichungen 

Ap^'J, Bq=''^, Cr = *i 
« it u 

und durch Substitution dieser 3 Werthe in die Gleidiung (5) 
Setzt man hier für u^ seinen Werth, so wird schliesslich 

— 2 — P + — ß—v-^ — c~^^ 

und dies ist die Gleichung einer Kegeloberfläche, auf welcher sich die 
Reihe von Linien befindet, entlang deren die unbewegliche Axe der z den 
beweglichen Körper schneidet. 

4) Die Rotation um eine feste Axe. 

Bei dieser Untersuchung ist es einfacher, statt die gewonnenen allr 
gemeinen Resultate zu Grunde zu legen, die Discussion davon unabhängig 
wieder aufzunehmen. Sei also die Drehungsaxe die Axe der z, so ist 
die Bedingung für eine solche Rotation 

denn diese Gleichung drückt aus, dass die Summe der Drehungsmomente, 
welche sich auf die in den einzelnen Punkten des Körpers erzragten wirk- 
lichen Geschwindigkeiten bezieht, weniger der Summe der Drehungsmon 
mente^ die von den beschleunigenden Kräften herrühren, d. h. also die 
Gesammtmasse der verloren gegangenen Bewegung sich annullire. Nehmen 
wir nun die Winkelgeschwindigkeit gleich cj an und die Coordinaten 
irgend eines speciellen Punktes im Körper gleich x^y,Zy sowie dessen 
Abstand von der Axe der z gleich r, so ist 

(l)r« = aj« + i/» 
und T von der Zeit unabhängig, weil der Punkt zu Folge der Natur der 
rotirenden Bewegung beständig dieselbe Entfernung von der bezeichneten 

13* 
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Axe behält; die Winkdlgasdii^ificligleit 6r dagegen ist im AUgemeipen eine 
Funktion der Zeity kan« abev imnier während des unendlich klenea Zeitr» 
momentes dt als constani anges^en werden. Dieseä vorausgesetzt ist klar, 
dass alle Punkte des Körpers während der Zeit dt auf Kreist, deren 
Ebenen senkrecht gegen die Drehüngsaie stehen» um Bogenstrecken fort- 
rücken, deren Centriwinkel codi sind. Das von dem Punkte x,y,z be- 
schriebene Bogenstück ist daher gleich riodt und die Projektionen davon 
in den Axenrichtungen der x und y, d.b. die Differentiale dx und dy 
sind bezüglich — ycodt und xijod^\ denn die Cosinus der Winkel, welche 
das Element des Bogeda mit den Äsen der m und y eiafichUesst, sind, 

n X 

abgesehen von dem Vorzeichen ^ und — , und» was das Vorzeichen be- 

r r 

trifft, so ist eine dieser Projektionen negativ zu nehmen, weil, wenn 

man von einem Punkte des Kreises zu dem benachbarten fortschreitet, 

allemal dies nur so geschehen kann,, dass, wenn die eine Coordinate sich 

vergrßflaerl , die aiM«re sieh veriileinei't;^ mithin iai 

(2)dap»-^yc9iil^ dy^ax0di. 
Hieraus folgt 

at at 

trtrdi weilü tiiah drfferentirrt, da r von i unabhängig iöt, 

d^y d^x_ jÄOT 
^dt^ ^ dt^ "■'* dt* 
Dies in die obige Bedingungsgleichung eitigesHit, giebt 



I T^~dim= /(a?F— 2/-X')dm 



oder« da die Winkelgeschwindigkeit in jedem Augeübiicke Vkt aUe PunktO 
dH Körpers dieselbe ist, 



(3;-^ I f^dm^z J {xt^yX)dm 



und aus dieser Gleichung ergiebt sich der Werth von doi für eine gege- 
bene Lage des Körpers. Das System der Gleichungen (1), (2), (3). ent- 
hält 3 gleichzeitige Differentialgleichungen zwischen x^y^(jt),t^ deren Inte^ 
gration alle Umstände der Bewegung bestimmt. Diese Integration führt 

sich zu Folge des obigen Ausdruckes für r^ — sogleich auf die Integra- 

iMm ein^r Differentialgleichung der 2weilen Orditung i^Wtsebto den. Ver^ 
ifiderliehea x,y^ t uräck^ Aämllch der Gleichaa« 



lar 






ßr- 



yX)äm 



I r^ dm 

welche, wenn man überall für y seinen Werth ^r* — a?* einsetzt, Hos 
noch von x, r und I abhängt, und mithin, da r in Bezug auf ( constant 
ist« als eine Differentialgleichung zweiter "Ordnung zwischen den Variabein 
X und I behandefc tmd integrirl werden k^nd. Die resQltirende Integral- 
gleichung in Verbindung mit der Gleichung (1) giebt 2 Gleichungen 
zwischen x, y,ijr^ aus denen man x und y als Funktion von ( und r 
erhält; d. h. man ist im Stande, in jedem Augenblicke zu berechnen^ 
an welchem Orte ein specieller in dem bekannten Abstände r von der 
Axe befindlicher Punkt auf der ihm zugehörigen kreisförmigen Trajektorio 
zu einer gegebenen Zeit sieb befindet. 

Wir wollen, um ein bestimmtes Beispiel zu haben > das zusam- 
mengesetzte Pendel in allgemeinster Weise betrachten und daher 
annehmen, dass ein schwerer Körper um eine zur Axe der x angenom- 
m^nd Borizontalaxe drehe; die Richtung der Schwere möge zur Richtung 
der X genommen werden und der Anfangspunkt so gewählt sein, dass 
der Schwerpunkt des rotirenden Körpers in die Ebene der o?, y falle, 
Dann folgt I^y, r==ft 

und die Gleichung (3) reducirt sich^ wenn man sttftt der Winkelge- 
schwindigkeit 61 geradezu den Drehun^swinkel g) einführt, so dass> weil 
ein beliebiger Punkt im Körper in der unendlich kleinen Zeit dl um die 
WidkelgrAsse dtp dreht, , . ,, 

^"""dT' "57"" d(2 
wird, auf die folgende einfechere' Gleichung 

"^^/rUm + g/ydm^O. 

Denken wir uns nun ein im Körper festes und daher mit dem Körper 
um die Axe der z bewegliches Äxcnsystcm , so dass die Axe der x mit 
der völligen ztisamm^nßllt, dagegen die neue Axe der | durch denSdiwer- 
pünkt geht, so sefaliesst dieselbe mit der alten Axe x irgend einen ge- 
wissen Winkd ein, dessen Complement wir mit ^ bezeichnen und ed 
wif d in Felge der bekannten Transformationsfof nieto 



^^ /(f]^ + P)dm^gcos^/^dm:z=:0 
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* = C. y=Scot'9 + f]tind', x^ S Bind'— fj cos d: 
Da der Schwerpunkt nun auf der neuen Axe der f liegt, so verschwindet 
die auf ihn bezügliche Coordinate rj und mithin auch das Hassenintegrai 

if]dmj welches gleich dem Produkte der Masse in die gleichnamige 

Schwerpunktscoordinate ist; daher bekommen wir in Folge der bezeich- 
neten Coordinatenveränderung 

oder endlich, wenn man bedenkt, dass in gleichen Zeiten alle Punkte 
des Körpers um denselben Drehungswinkel wie der Schwerpunkt drehen, 
und dass mithin d^^^ 

ist, ät^ - di» 

yidm 

Denken wir uns nun ein einfaches Pendel in dem Abstände q und mit 
der Masse m, so wird hierfür, indem sich die unendlichen Summenreiben 
auf je ein Glied reduciren. 



I ^dm-=^mq, I ( 



und die Gleichung des einfachen Pendels bekommt die Gestalt 

d^9 l 

damit es also eben so schwinge, wie das zusammengesetzte, ist erfor«- 
derlich, dass man 



^dm 



ß 



habe. Zieht man mithin im Inneren eines zusammengesetzten Pendels 
in dem Abstände ^ von der Drehungsaxe eine damit Parallele, so wird 
die feste Verbindung, vermöge deren die auf der Parellele enthaltenen* 
Punkte mit den übrigen Punkten des Körpers zusammenhängen, durchaus 
keinen Einfluss auf ihre Bewegung ausüben. Deijenige- unter ihnen, der 
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in der durch . den Schwerpunkt gelegten auf der Axe Senkrechten liegt, 
heisst der Hittelpunkt der Schwingung und man hat folgenden 
merkwürdigen Satz von demselben: Der Aufhängepunkt und der 
Schwingungsmittelpunkt eines materiellen Pendels sind 
wechselseitig, d.h. es kann der eine mit dem anderen Ter- 
tauscht, also das Pendel im Schwingungspunkte aufgehangen 
werden, ohne dass die Schwingungszeit eine andere wird. 

Um dieses zu beweisen setze man das auf den Schwerpunkt bezüg- 
liche und mit der Axe der x parallele Trägheitsmoment gleich Ä, so' wird, 
wenn dieser Punkt von der genannten Axe die Entfernung a hat und die 
Masse des ganzen Körpers mit M bezeichnet wird. 



/ 



nach einem aus der obigen Theorie der Trägheitsmomente bekannten 
Satze; ebenso ist zufolge einer schon oft angewandten Eigenschaft des 
Schwerpunktes 

mithin geht die Formel (7) über in 

Machen wir umgekehrt den Schwingungsmittelpunkt zum Aufhängepunkte, 
so bekommt man den neuen Schwingungsmittelpunkt im Abstände q' van 
der Drehungsaxe und es wird, da man jetzt den Abstand des Schwer- 
punktes von dieser Axe gleich q — a hat, 

^'=? — a-f 



(il—a)M' 
führt man hier endlich für q — a aus der vorigen Gleichung seinen Werth 

und mithin Q:==:q^, 

d. h. also der alte Aufhängepunkt ist jetzt Mittelpunkt der Schwingung 

geworden. 

Nehmen wir an , dass der bewegte Körper sidi aus einem Faden und 
einer Kugel zusammensetze. Die Fadenlänge sei r, das Gewicht des 
Fadens fc, der Kugelradius a: dann ist doch das Trägheitsmoment der 
Kugel, welches durch ihren Schwerpunkt parallel mit der Axe der x 



] 



ß 
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gdegt iat, zufolge «iaet früheren Rednuiig g)eidi f^a'^JH, «nd da die 
äiMf auf welche das Träj^eitoiaement 

sich bezieht, von dem Schwerpunkte, d. h. dem Ceutrum der Kugel, um 
die Grösse a + r absteht, so folgt als der Tbeil dieses Trägheitsmomentes, 
welcher von der Kugel berrührt, der Ausdruck 

Was im Faden betrifft, so ist das Gewicht seiner Läageneinlieit gleidi 

-, mithin , * ,t 

r am=-ac 

und da man geradezu 

setzen kann, ohne wegen der verbaltnissmassigen Kleinheit des tj einen 
beträchtlichen Fehler zu begehen: so folgt der auf den Faden bezügliche 
Tbeil des Trägheitsmomentes 

und das Trägheitsmoment von dem Faden in Verbindung mit dem Körper 
ist daher: «>ri/ . n% . • il i * i 

Was den iNenner f^ ^ 

# 5dm 

anbetrifft, so giebt er für die Kugel den Ausdruck M{a + r) und für den 

« 

Faden 2(.— ; mithin folgt Jetzt 

^SS 5 — 

a+r + 5^2 

und dieses iai; der Ausdrudt üür den Abstand, welcher don Mittelpunkt 
:der Schwingung vom Aufhangcspunktß hut uad zugleich iur die Länge des 
leinfacben Pendels, welches wie dae ausamrnenge^elzle sohwingt* 




XLY. 



1 


> 




i 






"-v 



/ 



-.' 



*. # 



I • 



/ 



\ I 



